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Résumé. Nousétablissons tout d’abord, dans cet article, deux conditieessgaires et suffisantes
pour qu’une loi incementale exprimant le tenseur des taux dfdhation en fonction de
la dérivée de Jaumann du tenseur des contraintes de Cauchy puisse s'inverser en adoptant
le formalisme ghéral des moeles hypoplastiques lorsquestdt de contrainte se sitwe °
l'int'erieur du domaine ayant pour froet€ la surface limite. Nous nous @m€ssons ensuite
alinterprétation physique de ces conditions en termeggemse in@mentale du matiau.
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loisincrémentales/ hypoplasticité.

Contrastive analysis of incremental and hypoplastic constitutive laws

Abstract. In this paper we first establish two necessary and sufficient conditions in order that incre-
mental constitutive equations expressing the strain rate tensor as a function of the Jau-
mann’s derivative of the Cauchy’s stress tensor can be inverted under the general form of
hypoplastic models when the stress state is located inside the domain bounded by the limit
state surface. We are then interested in the physical meaning of these conditions with re-
gard to the incremental response of the material. (©) 2001 Académie des sci ences/Editions
scientifiques et médicales Elsevier SAS

incremental constitutive laws / hypoplasticity.

Abridged English version

In this paper we consider two classes of constitutive relations describing the non-linear and irreversible
behaviour of non-viscous granular materials such as sand.

The first class [1][2] is given by incremental laws (1) wh&és the strain rate tenso& the Jaumann’s
derivative of the Cauchy’s stress tengoandF a second order tensorial function depending on thé{set
of memory parameters. This function is positively homogeneous of degree one with resjgeeintb is
assumed to be invertible for any stress statecated inside the domain bounded by the limit state surface.
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The second class [3][4][5][6] corresponds to hypoplastic models (2) wHa{eis the euclidian norm of
D defined by||D|| = \/D;;D;;, L a fourth order invertible tensor aldl a second order symmetric tensor,
both of them depending on memory parametérs

Since relation (2) is invertible [7] for any stress statéocated inside the domain bounded by the limit
state surface given here B¥.~! :IN|| = 1, hypoplastic constitutive equations can always be written as (1).
On the other hand, for the same states of stress and after inversigrirafremental relations (1) do not
necessarily take the form (2). More precisely, incremental constitutive equations such as (1) can be inverted
under the form (2) when the stress statés located inside the domain bounded by the limit state surface if
and only if F' satisfies the conditions 1 and 2 given by theorem 2.2.

PROOF (DIRECT THEOREM) — Let 7,4 (resp® 7,%) be the space of the fourth order tensarssi*
of the second order symmetric tensors) on the euclidian spdteldR & € 7,>° be a given strain rate
andD = F(&). Let us first assume that = L:D + ||D||N with L € 7,2, N € 7,%, L invertible and
IL7!:NJ| < 1. By puttingA = L~!:6 andB = L~!:N we have||B|| < 1 andD = A — ||D||B, that
is to sayF(5) = A — ||F(6)||B. By substituting—& for & we have thel¥(—6) = —A — ||F(—4)||B,
which gives (3). Therefore, the relation 1 of theorem 2.2 holds dinee 0 = & = 0.

Otherwise, it follows fromD = A — ||D||B that||D|| is a zero of the polynomial of the second degree
P(z) = (1 —||B||?)2? + 2(A,B)z — ||A|>. Since||B|| < 1, this polynomial has a unique positive zero
given by (4), which leads to the expression (5= F(¢&). By substituting—¢& for & we get (6) and
then (7), that is to say (F(&) — F(—&)) = Jo:& with Jo = (Is4 + — HBII2B®B) L~!. Atlast, from
mHBH2 —1and Iemma 2.1t follows thal, + ; HBII -B®B is invertible. Thus, the fourth order
tensorJ is also invertible, which establishes the relatlon 2 of theorem2.2.

PROOF (INVERSE THEOREM — Let us now assume that relations 1 and 2 of theorem 2.2 hold. Let then
L=J,":(I, + mB@@B). As previously, frommHBH2 # —1 and lemma 2.1 it follows that
I, + mB@@B is invertible. ThusL is invertible et we havdy = (I + — HBIIZB®B) L', so that
after puttingA = L' :4 the relation 2 becomes as (8). Equation (9) is then obtained from the relation 1
of theorem 2.2, according to the positive homogeneitl of

So the sum of equations (8) and (9) gives (10) whereas their inner product leads to (11) and (12). By
substituting in (10) the expression (12) fif (— &)|| we get then (13), thatisto sd@y = L ':6 — ||D||B.

Hence, after puttinN = L: B we obtain(14)3

We are now interested in the physical meaning of the conditions 1 and 2 of theorem 2.2 with regard to the
incremental response of the material. For that let us consider the restriction of the incremental constitutive
relations (1) to the set of generalized triaxial paths. On such paths, the principal axes of the Bensors
and & remain fixed and identical with the orthotropy axes of the material, at each material point and at
every time. These tensors are then represented by diagonal matrices in the orthotropy frame and the same
property holds for the tens®@ involved by the condition 1 of theorem 2.2, so that one can associate these
matrices with the vector®, & andB of R? defined by (15). Thus, the fourth order tendgrinvolved by
the condition 2 of the same theorem can be associated with a second order tensor represented by the matrice
Jo in the orthotropy frame.

Otherwise, Ie@+ andR.~ be the tangent constitutive matrices (16) where the coliaiR. * (respt of
R7),i € {1,2, 3}, constitutes the responEkto the solicitatiors defined bys; = +d;; (resp® 6; = —d;;),

Vj € {1,2,3}. The strictly positive quantitie&;*, i € {1,2,3}, andv;, (i, j # i) € {1,2,3}?, defining
the components of these matrices are called “tangent moduli” and “tangent Poisson’s ratios”, respectively.

Thus, the condition 2 of theorem 2.2 involukg = (RJr E*) whereas the condition 1 of the same
theorem gives the relations (17) which must be necessarlly satisfied by the tangent moduli and Poisson’s
ratios in order that incremental constitutive relations (1) can be inverted under the form (2) when the stress
stateo is located inside the domain bounded by the limit state surface.
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1. Introduction

De nombreux moeles inceEmentaux [1][2] onet dévelop@'s depuis plus d’'une vingtaine d’ases pour
décrire le comportement non Baire et irgversible, e sous faibles sollicitations, de milieux granulaires
tels que les sables. Pluscemment, les mades de type hypoplastique [3][4][5][6] se sont attesh’la
modlisation du comportementenanique de tels matiaux.

Les lois incEmentales cons@ées dans cet article, non visqueuses et excluant la description de compor-
tements radoucissants, adoptent la forraeéggle

D = F(5,H) 1)

ou D désigne le tenseur des taux defatmation,s la dérivée de Jaumann du tenseur des contraintes de
Cauchyo et ai F est une fonction tensorielle du second ordepelidant de I'ensembfé des pararetres
d’histoire au point magfiel eta I'instant considfés, incluant notammengtat de contrainte . Les milieux
granulaires dont €quation (1) dcrit le comportemergtant non visqueux' est positivement homege
de deg€1 en 4. Le principe de dferminisme lui impose par ailleursetie inversible pour touttat de
contraintes situé a l'interieur du domaine ayant pour froeté la surface limite.

Les modctles hypoplastiques ont quanelux pour expression

6 = L(H):D + ||D|N(H) (2

ou L est un tenseur inversible d’'orddedépendant de I'ensembi® des pararetres d’histoire au point
magriel etad I'instant considfés,IN un tenseur syettique du second ordreegéndant du erhe ensemble
de parareires et a7|D|| désigne la norme euclidienne fedéfinie par|D|| = /D;;D;;, le symbole ¥’
rep®sentant quara [ui le produit doublement contractle deux tenseurs.

La relation (2)etant inversible [7] pour towtat de contrainte siea I'intérieur du domaine ayant pour
frontiere la surface limite dontéquation stcrit ici |L. = : N|| = 1 (en effet, 'inversibili€ deL et la condi-
tion |[L—!:NJ| < 1 assurent I'existence et I'unieitde||D|| et donc celle d® = L~ : (5 — ||D||N)), une
loi hypoplastique peut toujoursegifire, pour de telstats de contrainte, sous la forme (1). A contrario, un
mocdEle inceémental tel que (1) n'adopte pasagssairement, pour ceemésetats de contrainte et &g
inversion deF, la forme (2).

Nous nous proposons, dans la section suivante, d'exhiber deux condicessaires et suffisantes pour
qu’un mockle incémental de type (1) puisse s'inverser sous la forme (2) lorsetet Ide contrainter se
situed I'interieur du domaine ayant pour froeté la surface limite.

2. Unrésultat d'équivalence

Soientn € IN, n > 2, etp € IN*. Dans tout ce qui suif,? désigne I'espace des tenseurs d’orgrsur
I'espace euclidien IR orthonorne tandis que les symboles", “.” et “:” représentent respectivement le
produit tensoriel de deux tenseurs, leur produit simplement coatead¢ur produit doublement contract”
En particulier, 'espacé,? sera muni du produit scalaifé\,B) = A:B = 4;;B;;, VA etB € 7.2, ainsi
gue de la norme ass@@.

Etablissons tout d’abord, pour les besoins degtbppements qui suivent, le

LEMME 2.1. — Soientn € N, n > 2, a € R, T # 0 un tenseur du second ordre sur I’ espace eu-
clidien R™ orthonormé et 1, le tenseur unité d'ordre 4 sur IR™. Le tenseur A de méme ordre défini par
A =1, +aT®Testinversibles et seulements «||T||?> # —1etaalorspour inversel, — WT@T.

PREUVE — Sia||T||? =—-1ona(ly + aT®T): T =T + of|T||?T = 0 avecT # 0 ce qui montre
queA n’est pas inversible. Supposampsenty||T||2 # —1. Soientalorg € RetB =1, + 3T®T. De
A:B=B:A=1L+ (a+ 8 +ab||T||*)T®T il decoule que 'on A :B = B: A = I, si et seulement

e o : . . o
sifg = —Tra T Le tenseurA est donc inversible et a pour invereg— WT@T. O
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Nous pouvons alorsrioncer puis emontrer le

THEOREME 2.2. — Soientn € N, n > 2, p € IN* et 7.? I’ espace des tenseurs d’ordre p sur |’ espace
euclidien IR™ orthonormé. Soient par ail Ieurs 7,2 le sous-espace de 7,? constitué des tenseurs symétriques
du second ordre, F une bijection de 7,2 sur 7,25 positivement homogene de degré 1 et D = F(5) € 7,
I'image par F d'un élément & de 7,?® quelconque mais fixé. Une condition nécessaire et suffisante pour que
I'onait, VD € 7,2, & = L:D + ||D||N, avec L € 7,1, N € 7,5, L inversible et ||[L ! :N|| < 1, est que
F satisfasse lesrelations

2s _F(O)+F(-0) _ 3 25%
1. 3Be7” |Bl<1le o AFe — B Vo€ T,

2. AJg € 7;14,.]0 inversible et % (F( ) — F(— )) =Jy:6,V6 € 7;12s
Ces deux relations étant satisfaites, onaalorsL = J, *: (14 + PIII—BWB@’B) ains queN = L:B.
PREUVE (THEOREME DIRECT) — SoitD = F(&) € 7,> limage parF d'un éléments de 7,2 quel-
conque mais fig/ Supposons tout d’abord que I'on & € 7,25, 6 = L:D + ||D||N, avecL € 7,4,
N € 7,25, L inversible et/|L=':N|| < 1. PosonsA = L~!':5 et B =L~':N. On a alors||B|| < 1 et
D = A — ||D||B c'esta-direF(&) = A — ||F(§)||B. La substitution d& par—& laissanfB inchang et
transformanfA en—A, on aégalemen¥(—&) = —A — ||F(—&)||B ce qui donne

F(6) + F(=0) = = ([F(5)| + [[F(-o)[) B Vo e T (3)

DeD = 0 = & = 0 ondéduitensuiter € 7, = F(&) = D # 0 etl'on obtientdonc, puisquéB|| < 1,
la relation 1 du thoeme 2.2.

DeD = A — ||D||B ontire par ailleur$D||? = ||A]|? + ||D||? ||B||2 —2||DJ|(A, B) ce qui montre que
||ID|| est racine du triafe du second deggnz : P(z) = (1 — ||B||?)z? + 2(A,B)x — ||A||?. Ce dernier
ne possdant, puisquéB|| < 1, gu’une unique racine positive on a aloecessairement

A,B)2+||A|2(1—|B||2)—(A,B
puis
F(6) = A- V(A, B)2+||1?|| H%II”BHZ) (AB)p (5)
La substitution der par—a& laissanfB inchang et transformanA en— A, on a aussi
F(-6) = -A- V/(AB) +H1?H ”%Hl‘Bll )+(AB) (6)

ce qui donne, puisqu&é = L~ ':&

- - A,B
L(F(6)-F(-0) = A+{52.B -
= (L +—5FBeB): (L ":5)
cesta-dire} (F(o) — F(-6)) =Jo:6,Vo € T2, avecdy = (L4 + — IIBH°B®B) L1
DemHBH2 # —1 etdulemme 2.1 onatluitenfin qud , + 17”BH2B®B estinversible, soninverse

n'etant par ailleurs autre qde — B®B. Le tenseur du quagime ordrel o est donc lui-netne inversible et
la relation 2 du tkoEme 2.2 est bien satisfaite.

PREUVE (THEOREME INVERSE) — On supposa pBsent satisfaites les relations 1 et 2 dectime 2.2.
Soit alorsL = J5': (14 + e B®B). De ;g |/B|* # —1 et du lemme 2.1 on conclut comme
précddemment l'inversibilité del, + 1_||13H2B®B Le tenseur. est donc aussi inversible et I'on a

Jo= (1, + mBQ@B) :L~', de sorte que la relation 2 devient, apavoir posA = L~ :45

F(5) - F(-5) = 2 (A A B) Vo e T2 8)
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La relation 1 donne quaatélle, puisqud (0) = 0 en vertu de 'homogrgité positive deF,
F(o) +F(-6) = —(|[F(o)[| + [[F(-5)|) B Vo e T 9)

On obtient alors, en sommant (8) et (9),

F(6) = A+{498EB-L1([F@)|+[F(-6))B  VoeT? (10)
tandis que le produit scalaire de cesmesequations fournit

IF@)? —F(-o)l? = —2([F(@)]|+|F(-o)l) {Higt (11)

ce qui donne, puisquB(0) = 0 etques =0 = A =0,
IF(-6)l = |[F@)l+ 55k  VoeT> (12)
Il vient alors, apes avoir repod’(12) dans (10),
F(6) = A—|F(&)|B  VY&5eT? (13)
c'esta-direD = A — ||D||B=L"':5 — ||D||B et I'on a donc bien, ajs avoir poesN = L:B,

& =L:D + ||D|N Vo e T, (14)

3. Considérations physiques

On s’intéresse ical'interprétation physique des conditions 1 et 2 dedféme 2.2 en termes deponse
incrémentale du matiau. Considfons pour cela la restriction des nedels incEmentaux de type (3 la
classe des chemins de sollicitatiogritablement triaxiaux. Bien que I'existence de tels chemins ne soit pas
acquise pour tout metiau, elle le restegenmoins pour de nombreux corpfafmables et nous suppose-
rons ici, comme le suggent les observations exqmentales d’'essais triaxiaugali€s sur deechantillons
de sable [1], qu'il en est ainsi pour les milieux granulaires camaldans cet article.

Sur ces chemins de sollicitatioresitablement triaxiaux, les directions principales des tensBuet
& restent, en tout point matiel eta tout instant, fixes et confondues avec les directions d’orthotropie
du matriau. Les matrices repsentativeD et & de ces tenseurs dans le eep d’'orthotropie sont donc
diagonales et il en est alors deemé de cell8 du tenseuB assoc'a la condition 1 du tadEme 2.2, de

sorte que leur correspondent les vectddrsr etB de IR définis par

Q:{ﬁﬂ A Al . 5

o] e

Au tenseur du quatime ordrel o lie a la condition 2 du rafne tlEoreme correspond alors un tenseur du
second ordre dont nougsignerons pal  la matrice repeSentative dans le repe d’orthotropie.
Introduisons par ailleurs les matrices

+ +

e o C N ' TR ST
Ef;r ES E;Zr Eh Ey By
Rt=| 2o L Yz R =_—| Z¥2r _L TV 16
= Ef E;;r ES = Bl B, EB; (16)
“V31 — V3o 1 V31 — V3o 1
Bf B Bf Ef By By
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classiqguementeliomnges “matrices raologiques tangentes” et telles que la colohide &* (respt de
R7), i € {1,2,3}, rep€sente lagponseD a la sollicitationg définie pars; = +d;; (resp® 7; = ”)
Vj € {1,2,3}. Les grandeurs physiques strictement positii&s et E;, i € {1,2,3}, ainsi queu et

v, (4,5 #1) €{1,2, 3}2, définissant les composantes de ces matrices sont respectivement Ies modules
tangents et les coefficients de Poisson tangents m‘ocia’s six sollicitationg particuliéres.
La condition 2 du teoeme 2.2 implique alord, = (RJr R ™). Exprimonsa’ p@sent la condi-

tion 1 de ce me tlEoEme en choisissant comme soII|C|tat|0dﬂsJart|cuI|eres les six taux de contrainte
précddemment introduits et dont lespdnses constituent les colonnes des matﬁ:bésetg . On obtient
alors les relations

4

N
.
o
;\"
ot

L(L L) - L(__ ) - L(m_i) - _B
ai \Ef ~Ef) = < \E; Eg’ ~ a3z \ B Eg - 1
L(L L) — L(m_m) — L(i_m) - _B
a2 \Ef  E; as \ By Eg a1 \E; ~ FBf 2
1 (L L) - ("_3‘1 _ Va_l) 1 ("_s‘z _ Va_z) - _p (17)
as \Ef = E; a1 \Ef E a2 \E Ef 3
avec Vi€ {1,2,3}, o = % 1+Z %)z 4 L 1+Zy]§.2)%
\ J#i J#i

gue doivent donc ecessairement satisfaire les modules et coefficients de Poisson tangents pour qu’un
mockle incémental de type (1) puisse s'inverser sous la forme (2) lorsetet e contrainter se situea’
I'int'erieur du domaine ayant pour froete la surface limite.

4. Conclusion

Nous avongtabli, dans cet article, deux conditiorecessaires et suffisantes pour qu’une loienoehtale
exprimant le tenseur des taux cefomation en fonction de leedivée de Jaumann du tenseur des contraintes
de Cauchy puisse s'inverser en adoptant le formalisemérgl des moeles hypoplastiques lorsquetét
de contrainte se sitieel'intérieur du domaine ayant pour froeité la surface limite.

Ces conditions imposent alors aux composantes des matreelegijues tangentes certaines relations
de compatibili& dont la pertinence via-vis des observations exmentales reste pesent vérifier.
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