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Résumé. Nous établissons tout d’abord, dans cet article, deux conditions n´ecessaires et suffisantes
pour qu’une loi incrémentale exprimant le tenseur des taux de d´eformation en fonction de
la dérivée de Jaumann du tenseur des contraintes de Cauchy puisse s’inverser en adoptant
le formalisme g´enéral des mod`eles hypoplastiques lorsque l’´etat de contrainte se situe `a
l’int érieur du domaine ayant pour fronti`ere la surface limite. Nous nous int´eressons ensuite
à l’interprétation physique de ces conditions en termes de r´eponse incr´ementale du mat´eriau.
c� 2001 Académie des sciences/Éditions scientifiques et m´edicales Elsevier SAS

lois incrémentales / hypoplasticité.

Contrastive analysis of incremental and hypoplastic constitutive laws

Abstract. In this paper we first establish two necessary and sufficient conditions in order that incre-
mental constitutive equations expressing the strain rate tensor as a function of the Jau-
mann’s derivative of the Cauchy’s stress tensor can be inverted under the general form of
hypoplastic models when the stress state is located inside the domain bounded by the limit
state surface. We are then interested in the physical meaning of these conditions with re-
gard to the incremental response of the material. c� 2001 Académie des sciences/Éditions
scientifiques et médicales Elsevier SAS

incremental constitutive laws / hypoplasticity.

Abridged English version

In this paper we consider two classes of constitutive relations describing the non-linear and irreversible
behaviour of non-viscous granular materials such as sand.

The first class [1][2] is given by incremental laws (1) where� is the strain rate tensor,�� the Jaumann’s
derivative of the Cauchy’s stress tensor� and� a second order tensorial function depending on the set�
of memory parameters. This function is positively homogeneous of degree one with respect to�� and is
assumed to be invertible for any stress state� located inside the domain bounded by the limit state surface.

Note présentée par Jean SALENÇON
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c� 2001 Académie des sciences/Éditions scientifiques et m´edicales Elsevier SAS. Tous droits r´eservés. 1



Patrick Royis

The second class [3][4][5][6] corresponds to hypoplastic models (2) where��� is the euclidian norm of
� defined by��� � �

������ , � a fourth order invertible tensor and� a second order symmetric tensor,
both of them depending on memory parameters�.

Since relation (2) is invertible [7] for any stress state� located inside the domain bounded by the limit
state surface given here by���� ��� � �, hypoplastic constitutive equations can always be written as (1).
On the other hand, for the same states of stress and after inversion of�, incremental relations (1) do not
necessarily take the form (2). More precisely, incremental constitutive equations such as (1) can be inverted
under the form (2) when the stress state� is located inside the domain bounded by the limit state surface if
and only if� satisfies the conditions 1 and 2 given by theorem 2.2.

PROOF (DIRECT THEOREM) – Let � �
� (����� � ��

� ) be the space of the fourth order tensors (�����

of the second order symmetric tensors) on the euclidian space IR�, let �� � � ��
� be a given strain rate

and� � �	��
. Let us first assume that�� � � ��� ���� with � � � �
� , � � � ��

� , � invertible and
���� ��� � �. By putting� � ��� � �� and� � ��� �� we have��� � � and� � �� ����, that
is to say�	��
 � �� ��	��
��. By substituting��� for �� we have then�	���
 � ��� ��	���
��,
which gives (3). Therefore, the relation 1 of theorem 2.2 holds since� � �� �� � �.

Otherwise, it follows from� � �� ���� that��� is a zero of the polynomial of the second degree
� 	�
 � 	�� ����
�� � �	���
�� ����. Since��� � �, this polynomial has a unique positive zero
given by (4), which leads to the expression (5) of� � �	 ��
. By substituting��� for �� we get (6) and
then (7), that is to say�� 	�	��
��	���

 � �� � �� with �� � 		� �

�
���������
 ����. At last, from

�
������ ���� �� �� and lemma 2.1 it follows that	� � �

��������� is invertible. Thus, the fourth order
tensor�� is also invertible, which establishes the relation 2 of theorem 2.2.�

PROOF (INVERSE THEOREM) – Let us now assume that relations 1 and 2 of theorem 2.2 hold. Let then
� � ���� � 		� �

�
���������
. As previously, from �

������ ���� �� �� and lemma 2.1 it follows that

	� �
�

��������� is invertible. Thus,� is invertible et we have�� � 		� �
�

���������
 ����, so that

after putting� � �
�� � �� the relation 2 becomes as (8). Equation (9) is then obtained from the relation 1

of theorem 2.2, according to the positive homogeneity of�.
So the sum of equations (8) and (9) gives (10) whereas their inner product leads to (11) and (12). By

substituting in (10) the expression (12) for��	� ��
� we get then (13), that is to say� � �
�� � �� � ����.

Hence, after putting� � � �� we obtain(14).�
We are now interested in the physical meaning of the conditions 1 and 2 of theorem 2.2 with regard to the

incremental response of the material. For that let us consider the restriction of the incremental constitutive
relations (1) to the set of generalized triaxial paths. On such paths, the principal axes of the tensors�

and �� remain fixed and identical with the orthotropy axes of the material, at each material point and at
every time. These tensors are then represented by diagonal matrices in the orthotropy frame and the same
property holds for the tensor� involved by the condition 1 of theorem 2.2, so that one can associate these
matrices with the vectors�, �� and� of IR� defined by (15). Thus, the fourth order tensor� � involved by
the condition 2 of the same theorem can be associated with a second order tensor represented by the matrice
�� in the orthotropy frame.

Otherwise, let
� and
� be the tangent constitutive matrices (16) where the column� of
� (����� of


�), � � 	�� �� 

, constitutes the response� to the solicitation�� defined by��� � �Æ�� (����� ��� � �Æ��),

�� � 	�� �� 

. The strictly positive quantities	�
� , � � 	�� �� 

, and
��� , 	�� � �� �
 � 	�� �� 

�, defining

the components of these matrices are called “tangent moduli” and “tangent Poisson’s ratios”, respectively.
Thus, the condition 2 of theorem 2.2 involves� � � �

�

�



� �
��, whereas the condition 1 of the same
theorem gives the relations (17) which must be necessarily satisfied by the tangent moduli and Poisson’s
ratios in order that incremental constitutive relations (1) can be inverted under the form (2) when the stress
state� is located inside the domain bounded by the limit state surface.
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Analyse contrastive de modèles incrémentaux et hypoplastiques

1. Introduction

De nombreux mod`eles incrémentaux [1][2] ont ´eté développés depuis plus d’une vingtaine d’ann´ees pour
décrire le comportement non lin´eaire et irréversible, mˆeme sous faibles sollicitations, de milieux granulaires
tels que les sables. Plus r´ecemment, les mod`eles de type hypoplastique [3][4][5][6] se sont attach´esà la
modélisation du comportement m´ecanique de tels mat´eriaux.

Les lois incrémentales consid´erées dans cet article, non visqueuses et excluant la description de compor-
tements radoucissants, adoptent la forme g´enérale

� � �	����
 (1)

où� désigne le tenseur des taux de d´eformation,�� la dérivée de Jaumann du tenseur des contraintes de
Cauchy� et où� est une fonction tensorielle du second ordre d´ependant de l’ensemble� des param`etres
d’histoire au point mat´eriel età l’instant consid´erés, incluant notamment l’´etat de contrainte�. Les milieux
granulaires dont l’´equation (1) d´ecrit le comportement ´etant non visqueux,� est positivement homog`ene
de degré � en ��. Le principe de d´eterminisme lui impose par ailleurs d’ˆetre inversible pour tout ´etat de
contrainte� situé à l’intérieur du domaine ayant pour fronti`ere la surface limite.

Les modèles hypoplastiques ont quant `a eux pour expression

�� � �	�
 �� � ����	�
 (2)

où � est un tenseur inversible d’ordre� dépendant de l’ensemble� des param`etres d’histoire au point
matériel età l’instant consid´erés,� un tenseur sym´etrique du second ordre d´ependant du mˆeme ensemble
de param`etres et o`u ��� désigne la norme euclidienne de� définie par��� � �

������ , le symbole “�”
représentant quant `a lui le produit doublement contract´e de deux tenseurs.

La relation (2)étant inversible [7] pour tout ´etat de contrainte situ´e à l’intérieur du domaine ayant pour
frontière la surface limite dont l’´equation s’écrit ici ���� ��� � � (en effet, l’inversibilité de� et la condi-
tion ���� ��� � � assurent l’existence et l’unicit´e de��� et donc celle de� � �

�� � 	�� � ����
), une
loi hypoplastique peut toujours s’´ecrire, pour de tels ´etats de contrainte, sous la forme (1). A contrario, un
modèle incrémental tel que (1) n’adopte pas n´ecessairement, pour ces mˆemesétats de contrainte et apr`es
inversion de�, la forme (2).

Nous nous proposons, dans la section suivante, d’exhiber deux conditions n´ecessaires et suffisantes pour
qu’un modèle incrémental de type (1) puisse s’inverser sous la forme (2) lorsque l’´etat de contrainte� se
situeà l’intérieur du domaine ayant pour fronti`ere la surface limite.

2. Un résultat d’équivalence

Soient� � IN, � � �, et � � IN�. Dans tout ce qui suit� �
� désigne l’espace des tenseurs d’ordre� sur

l’espace euclidien IR� orthonormé tandis que les symboles “�”, “ 
” et “ �” représentent respectivement le
produit tensoriel de deux tenseurs, leur produit simplement contract´e et leur produit doublement contract´e.
En particulier, l’espace� �

� sera muni du produit scalaire	���
 � � �� � ������ , �� et� � � �
� , ainsi

que de la norme associ´ee.
Etablissons tout d’abord, pour les besoins des d´eveloppements qui suivent, le

LEMME 2.1. – Soient � � IN, � � �, � � IR, � �� � un tenseur du second ordre sur l’espace eu-
clidien IR� orthonormé et 	� le tenseur unité d’ordre � sur IR�. Le tenseur � de même ordre défini par
� � 	� � ���� est inversible si et seulement si ����� �� �� et a alors pour inverse 	� � �

����������.

PREUVE – Si ����� � �� on a		� � ����
 �� � �� ������ � � avec� �� � ce qui montre
que� n’est pas inversible. Supposons `a présent����� �� ��. Soient alors� � IR et� � 	� � ����. De
� �� � � �� � 	� � 	�� � � ������
��� il découle que l’on a� �� � � �� � 	� si et seulement
si � � � �

������� . Le tenseur� est donc inversible et a pour inverse	� � �
����������. �
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Nous pouvons alors ´enoncer puis d´emontrer le

THÉORÈME 2.2. – Soient � � IN, � � �, � � IN� et � �
� l’espace des tenseurs d’ordre � sur l’espace

euclidien IR� orthonormé. Soient par ailleurs � ��
� le sous-espace de � �

� constitué des tenseurs symétriques
du second ordre, � une bijection de � ��

� sur � ��
� positivement homogène de degré � et � � �	��
 � � ��

�

l’image par� d’un élément �� de � ��
� quelconque mais fixé. Une condition nécessaire et suffisante pour que

l’on ait, �� � � ��
� , �� � � ��� ����, avec � � � �

� , � � � ��
� , � inversible et ���� ��� � �, est que

� satisfasse les relations

1. �� � � ��
� , ��� � � et �	 
����	� 
��

��	 
������	� 
���
� ��, ��� � � ��

�

�

2. ��� � � �
� , �� inversible et �

� 	�	��
��	���

 � �� � ��, ��� � � ��
�

Ces deux relations étant satisfaites, on a alors � � ���� �
�
	� �

�
���������

�
ainsi que� � � ��.

PREUVE (THÉORÈME DIRECT) – Soit� � �	��
 � � ��
� l’image par� d’un élément�� de� ��

� quel-
conque mais fix´e. Supposons tout d’abord que l’on ait,�� � � ��

� , �� � � ��� ����, avec� � � �
� ,

� � � ��
� , � inversible et���� ��� � �. Posons� � �

�� � �� et � � �
�� ��. On a alors��� � � et

� � �� ���� c’est-à-dire�	 ��
 � �� ��	��
��. La substitution de�� par��� laissant� inchangé et
transformant� en��, on aégalement�	� ��
 � ��� ��	���
�� ce qui donne

�	��
 ��	���
 � � 	��	��
�� ��	���
�
� ��� � � ��
� (3)

De� � �� �� � � on déduit ensuite�� � � ��
�

� � �	��
 � � �� � et l’on obtient donc, puisque��� � �,
la relation 1 du th´eorème 2.2.

De� � �� ���� on tire par ailleurs���� � ���� � �������� � ����	���
 ce qui montre que
��� est racine du trinˆome du second degr´e en� : � 	�
 � 	�� ����
�� � �	���
�� ����. Ce dernier
ne poss´edant, puisque��� � �, qu’une unique racine positive on a alors n´ecessairement

��� �



	����������	��������	����

������
(4)

puis

�	��
 � ��



	����������	��������	����

������ � (5)

La substitution de�� par��� laissant� inchangé et transformant� en��, on a aussi

�	���
 � ���



	����������	��������	����

������ � (6)

ce qui donne, puisque� � �
�� � ��,

�
� 	�	��
��	���

 � �� 	����

�������

�
�
	� �

�
���������

�
�
�
�
�� � ��

� (7)

c’est-à-dire �
� 	�	��
��	���

 � �� � ��, ��� � � ��

� , avec�� � 		� �
�

���������
 ����.

De �
������ ���� �� �� et du lemme 2.1 on d´eduit enfin que	� � �

��������� est inversible, son inverse
n’étant par ailleurs autre que	� ����. Le tenseur du quatri`eme ordre�� est donc lui-mˆeme inversible et
la relation 2 du th´eorème 2.2 est bien satisfaite.

PREUVE (THÉORÈME INVERSE) – On suppose `a présent satisfaites les relations 1 et 2 du th´eorème 2.2.
Soit alors� � ���� � 		� �

�
���������
. De �

������ ���� �� �� et du lemme 2.1 on conclut comme

précédemment `a l’inversibilité de	� � �
���������. Le tenseur� est donc aussi inversible et l’on a

�� � 		� �
�

���������
 ����, de sorte que la relation 2 devient, apr`es avoir pos´e� � �
�� � ��,

�	��
��	���
 � �
�
�� 	����

�������

�
��� � � ��

� (8)
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La relation 1 donne quant `a elle, puisque�	�
 � � en vertu de l’homog´enéité positive de�,

�	��
 ��	���
 � � 	��	��
�� ��	���
�
� ��� � � ��
� (9)

On obtient alors, en sommant (8) et (9),

�	��
 � �� 	����
�������� �

� 	��	��
�� ��	���
�
� ��� � � ��
� (10)

tandis que le produit scalaire de ces mˆemeséquations fournit

��	��
�� � ��	���
�� � �� 	��	��
�� ��	���
�
 	����
������ (11)

ce qui donne, puisque�	�
 � � et que�� � �� � � �,

��	���
� � ��	��
�� �	����
������ ��� � � ��

� (12)

Il vient alors, apr`es avoir report´e (12) dans (10),

�	��
 � �� ��	��
�� ��� � � ��
� (13)

c’est-à-dire� � �� ���� � ��� � �� � ���� et l’on a donc bien, apr`es avoir pos´e� � � ��,

�� � � �� � ���� ��� � � ��
� (14)

3. Considérations physiques

On s’intéresse ici `a l’interprétation physique des conditions 1 et 2 du th´eorème 2.2 en termes de r´eponse
incrémentale du mat´eriau. Consid´erons pour cela la restriction des mod`eles incrémentaux de type (1) `a la
classe des chemins de sollicitation v´eritablement triaxiaux. Bien que l’existence de tels chemins ne soit pas
acquise pour tout mat´eriau, elle le reste n´eanmoins pour de nombreux corps d´eformables et nous suppose-
rons ici, comme le sugg`erent les observations exp´erimentales d’essais triaxiaux r´ealisés sur des ´echantillons
de sable [1], qu’il en est ainsi pour les milieux granulaires consid´erés dans cet article.

Sur ces chemins de sollicitation v´eritablement triaxiaux, les directions principales des tenseurs� et
�� restent, en tout point mat´eriel et à tout instant, fixes et confondues avec les directions d’orthotropie
du matériau. Les matrices repr´esentatives� et �� de ces tenseurs dans le rep`ere d’orthotropie sont donc
diagonales et il en est alors de mˆeme de celle� du tenseur� associé à la condition 1 du th´eorème 2.2, de
sorte que leur correspondent les vecteurs�, �� et� de IR� définis par

� �

�
�

��

��

��

�
	 �� �

�
�

���
���
���

�
	 � �

�
�

��

��

��

�
	 (15)

Au tenseur du quatri`eme ordre�� li é à la condition 2 du mˆeme théorème correspond alors un tenseur du
second ordre dont nous d´esignerons par�� la matrice repr´esentative dans le rep`ere d’orthotropie.

Introduisons par ailleurs les matrices



� �

�



�

�
�
�

�

�	�
��

�
�

�

�	�
��

�
�

�

�	�
��

�
�

�

�
�
�

�

�	�
��

�
�

�

�	�
��

�
�

�

�	�
��

�
�

�

�
�
�

�

�
���	 


� � �

�



�

�
�
�

�

�	�
��

�
�

�

�	�
��

�
�

�

�	�
��

�
�

�

�
�
�

�

�	�
��

�
�

�

�	�
��

�
�

�

�	�
��

�
�

�

�
�
�

�

�
���	 (16)
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classiquement d´enommées “matrices rh´eologiques tangentes” et telles que la colonne� de
� (����� de


�), � � 	�� �� 

, représente la r´eponse� à la sollicitation �� définie par��� � �Æ�� (����� ��� � �Æ��),

�� � 	�� �� 

. Les grandeurs physiques strictement positives	�
� et 	�� , � � 	�� �� 

, ainsi que
��� et


��� , 	�� � �� �
 � 	�� �� 

�, définissant les composantes de ces matrices sont respectivement les modules
tangents et les coefficients de Poisson tangents associ´esà ces six sollicitations�� particulières.

La condition 2 du th´eorème 2.2 implique alors� � � �
�

�



� �
��. Exprimonsà présent la condi-
tion 1 de ce mˆeme théorème en choisissant comme sollicitations�� particulières les six taux de contrainte
précédemment introduits et dont les r´eponses constituent les colonnes des matrices


� et
�. On obtient
alors les relations

�






�







�

�
��

�
�
�
�

�

� �
�
�

�

�
� �

��

�
	
�

��

�
�

�

� 	
�

��

�
�

�

�
� �

��

�
	
�

��

�
�

�

� 	
�

��

�
�

�

�
� ���

�
��

�
�
�
�

�

� �
�
�

�

�
� �

��

�
	
�

��

�
�

�

� 	
�

��

�
�

�

�
� �

��

�
	
�

��

�
�

�

� 	
�

��

�
�

�

�
� ���

�
��

�
�
�
�

�

� �
�
�

�

�
� �

��

�
	�
��

�
�

�

� 	�
��

�
�

�

�
� �

��

�
	�
��

�
�

�

� 	�
��

�
�

�

�
� ���

avec� �� � 	�� �� 

� �� � �
�
�

�

	� �
�
� ���


��
�� 


�
� � �

�
�

�

	� �
�
� ���


���� 

�
�

(17)

que doivent donc n´ecessairement satisfaire les modules et coefficients de Poisson tangents pour qu’un
modèle incrémental de type (1) puisse s’inverser sous la forme (2) lorsque l’´etat de contrainte� se situe `a
l’int érieur du domaine ayant pour fronti`ere la surface limite.

4. Conclusion

Nous avons ´etabli, dans cet article, deux conditions n´ecessaires et suffisantes pour qu’une loi incr´ementale
exprimant le tenseur des taux de d´eformation en fonction de la d´erivée de Jaumann du tenseur des contraintes
de Cauchy puisse s’inverser en adoptant le formalisme g´enéral des mod`eles hypoplastiques lorsque l’´etat
de contrainte se situe `a l’intérieur du domaine ayant pour fronti`ere la surface limite.

Ces conditions imposent alors aux composantes des matrices rh´eologiques tangentes certaines relations
de compatibilité dont la pertinence vis-`a-vis des observations exp´erimentales reste `a présentà vérifier.
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