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Avant-propos

@B audavpro.html La mécanique des milieux continus a pour objet la modélisation
mathématique des corps matériels (solides ou fluides) déformables. Elle constitue une matiere
scientifique fondamentale dont 1’étude est indispensable pour qui souhaite aborder dans les
meilleures conditions d’autres disciplines scientifiques et techniques plus spécialisées telles que
la mécanique des solides et le calcul des structures, la mécanique des sols et des roches, la
mécanique des fluides et I’hydraulique, la mécanique des phénomenes vibratoires, le béton armé
ou précontraint, les constructions métalliques. Elle se pose ainsi en base scientifique nécessaire a
I’exercice du métier d’ingénieur ou de chercheur dans des domaines aussi variés que les ouvrages
d’art, le batiment, les chaussées, la géotechnique, les milieux marins et les voies navigables, la
météorologie, la dynamique des ouvrages, le génie parasismique, I'acoustique routiere et I'acous-
tique du batiment.

Le présent ouvrage, principalement destiné aux étudiants des écoles d’ingénieurs et des se-
conds cycles d’universités scientifiques ou la mécanique des milieux continus constitue une
discipline de base ou d’option, s’adresse également aux jeunes chercheurs et ingénieurs soucieux
d’approfondir cette discipline. Divisé en six chapitres et trois annexes suivis d’un index détaillé,
son étude s’appuie sur les acquis scientifiques des classes préparatoires ou des premiers cycles
universitaires. Toutefois, des éléments de calcul tensoriel constituant les outils mathématiques
de base nécessaires, des le premier chapitre, aux développements du cours sont rassemblés dans
I'annexe [A] dont la lecture préalable est donc vivement conseillée. Par ailleurs, un formulaire
que l'auteur espere étre suffisamment complet constitue la matiere de I’annexe [Bl Enfin, cha-
cun des six chapitres dont le contenu est décrit ci-apres se compose du cours proprement dit,
suivi d’'un récapitulatif des formules essentielles puis d’exercices et de problemes de difficulté
progressive. Ces derniers sont accompagnés d’éléments de réponse pour lesquels I'auteur s’est
efforcé d’intégrer au mieux le niveau de difficulté. Ainsi, les réponses aux exercices les plus
simples sont généralement fournies sans développements, tandis qu’a ’opposé les problemes les
plus ardus comportent un corrigé détaillé.

Le chapitre [1] est consacré a la cinématique des corps matériels déformables. Apres avoir
dégagé le concept de milieu continu, on s’attache a décrire le mouvement de tels corps en
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introduisant notamment les notions de transformation et de transformation linéaire tangente
puis celles de champs des déplacements et des vitesses. Les points de vue résultant de descrip-
tions eulériennes ou lagrangiennes sont alors exposés en s’appuyant sur les familles de courbes
que constituent trajectoires, lignes de courant et lignes d’émission. La dérivation matérielle
d’une grandeur physique est ensuite introduite et utilisée pour établir I’expression eulérienne
du champ des accélérations puis celle des dérivées matérielles du gradient de la transformation
et de son jacobien ainsi que d’intégrales sur des domaines matériels. Enfin, les équations de
conservation de la masse issues des points de vue tant eulérien que lagrangien concluent le
chapitre.

L’objet du chapitre [2| est d’introduire les outils mathématiques permettant de quantifier les
déformations d’un corps continu. Apres une premiere section regroupant des considérations
physiques destinées a dégager 1'idée intuitive que 'on peut avoir des déformations, on définit
tout d’abord, en adoptant un point de vue lagrangien puis eulérien, les tenseurs de déformation
de Cauchy a droite et de Green-Lagrange puis ceux de Cauchy a gauche et d’Almansi-Euler.
On s’intéresse ensuite a la décomposition polaire de la transformation linéaire tangente et a son
importante signification physique avant de quantifier, grace aux tenseurs précédemment intro-
duits et d'un point de vue tant eulérien que lagrangien, les différents aspects des déformations
que constituent les variations de longueur, d’angle, d’aire ou de volume. Enfin, apres avoir
établi 'expression des dérivées matérielles des tenseurs de déformations, une derniere section
est consacrée au cas particulier mais en pratique fréquent des transformations infinitésimales.

Dans le chapitre [3 on s’intéresse aux efforts intérieurs, ou contraintes, développés au sein
d’un milieu continu soumis a un systeme d’actions mécaniques extérieures. Comme dans le cha-
pitre précédent, une premiere section s’attache a dégager un certain nombre de considérations
physiques destinées tant a guider le lecteur dans les développements théoriques ultérieurs qu’a
étayer et justifier ces derniers. On introduit alors, apres une classification des actions mécaniques
aboutissant a la définition du vecteur contrainte, le tenseur eulérien des contraintes de Cauchy
puis les tenseurs mixte de Boussinesq et lagrangien de Piola-Kirchhoff. De la relation fonda-
mentale de la dynamique, on tire ensuite les équations indéfinies eulériennes et lagrangiennes
du mouvement puis, en excluant I’'étude des milieux de type Cosserat, la symétrie des tenseurs
des contraintes de Cauchy et de Piola-Kirchhoff. Enfin, apres avoir exhibé I'expression des
dérivées matérielles des contraintes, une étude détaillée du tenseur des contraintes de Cauchy
est conduite dans la derniere section ou I'on s’intéresse notamment aux invariants scalaires de
ce tenseur et a leur signification physique ainsi qu’aux représentations géométriques d’'un état

de contrainte.

Le chapitre (4] constitue quant a lui une introduction a cette discipline a part entiere qu’est
la rhéologie des corps déformables, c’est-a-dire ’étude, tant expérimentale que théorique, des
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relations entre contraintes et déformations, plus couramment dénommées relations de com-
portement. A I'image des deux chapitres précédents, une premiere section tente d’illustrer, en
s’appuyant sur des considérations physiques issues d’exemples de comportement de milieux so-
lides et fluides, la diversité de ces comportements. Une part importante du chapitre est tout
d’abord consacrée aux modeles de 'élasticité et de la thermoélasticité linéaires et isotropes
ainsi qu’a I'importante notion de critere de limite élastique. Les équations de comportement du
fluide visqueux newtonien sont ensuite décrites. Enfin, une ultime section est dédiée a ’exemple
de couplage rhéooptique que constitue l'effet photoélastique et a I’analyse des contraintes par
photoélasticimétrie plane.

Le chapitre 5| regroupe un certain nombre de principes généraux, c¢’est-a-dire indépendants des
relations de comportement, suivis de leurs applications a quelques comportements particuliers
de type solide et fluide. Apres un rappel de résultats précédemment énoncés, on y établit tout
d’abord les formes locale et globale du théoreme d’Euler, les théoremes des puissances virtuelles
et de I'énergie cinétique ainsi que le tres important théoreme des travaux virtuels. L’application
aux fluides des principes précédents conduit ensuite au théoreme de Bernoulli dans le cas des
fluides parfaits puis aux équations de Navier-Stokes pour les fluides visqueux newtoniens. Enfin,
la traduction de ces mémes principes dans le cas des solides élastiques linéaires et isotropes four-
nit les équations de Lamé-Navier, I'expression de I’énergie de déformation d’un solide élastique
ainsi que le tres important théoreme de I'énergie potentielle.

L’ultime chapitre [6] constitue pour sa part une bréve introduction & l'une des méthodes
numériques les plus utilisées pour la résolution approchée de problemes aux limites en
mécanique, la méthode des éléments finis. Une premiere section, inspirée des notes du cours de
méthodes numériques que dispensa le professeur Le Tallec a TENTPE de 1985 a 1988, est tout
d’abord consacrée a I’étude d’un probleme modele intentionnellement simple puisque consistant
en la recherche d’une unique fonction réelle de variable réelle. Apres écriture d’une formulation
variationnelle du probleme initial, ’approximation de cette derniere par un probleme de Ga-
lerkin est alors exposée dans un cadre tout a fait général. Une solution approchée est ensuite
obtenue apres construction d’un espace d’éléments finis monodimensionnels, les caractéristiques
propres a cette derniere étape étant alors détaillées. Cette solution aprrochée est enfin com-
parée a la solution analytique du probleme initial. La seconde section de ce chapitre s’intéresse
quant a elle au probleme de l’élastostatique infinitésimale. Comme pour le probleme modele
précédent, une formulation variationnelle a un champ du probleme initial est tout d’abord
écrite. Enfin, une application numérique détaillée consistant en la résolution par éléments finis
bidimensionnels du probleme d’équilibre d’un barrage poids élastique conclut cette section.
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Chapitre 1

Cinématique des milieux continus

1.1 Définition d’un milieu continu - Hypotheéses de base

B tabli.html Si la structure de la matitre est discréte, ce caractére lacunaire n’est en
général pas décelable a I’échelle macroscopique. Ainsi, 1'idée intuitive que donnent, lorsqu’ob-
servés a cette échelle, un solide qui se déforme (chaussée soumise au trafic routier, poutre
métallique en flexion), un liquide qui s’écoule (cours d’eau, lave sur la pente d’un volcan) ou
encore un gaz que 1'on comprime (gonflement d’un pneumatique) est celle de corps matériels oc-
cupant en totalité (de fagon continue) un domaine donné de 'espace physique. Cette idée est a la
base du concept de milieu continu (on dit aussi corps matériel continu), modele mathématique
de la réalité physique dont la validité repose sur la confrontation de ses prédictions aux obser-

vations issues d’expériences.

Dans tout ce qui suit, M désigne un milieu, ou corps matériel, solide, liquide ou gaz. Le
concept de continuité de ce milieu repose sur une notion, celle de particule, et sur une hypothese,
I’hypothese de continuité.

1.1.1 Notion de particule

Cette notion est illustrée par la

Définition 1 (Particule) $ defi1t. html B defip. html Soit M un corps matériel. On
appelle particule de M un élément matériel de masse dm occupant au point M de [’espace
physique le volume élémentaire dv.

Une particule P est donc caractérisée par le triplet (M,dm,dv). La définition précédente
montre que 'on assimile le volume élémentaire dv a un infiniment petit en totalité empli de

matiere. Bien qu’en contradiction avec le caractere lacunaire de celle-ci, cette modélisation est

27
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justifiée par I'idée intuitive que donne le milieu matériel M lorsqu’observé a notre échelle. De
facon plus imagée, ce volume élémentaire est, d’un point de vue macroscopique, “suffisamment
petit” pour pouvoir étre assimilé &4 un infiniment petit, tout en restant représentatif de la matiere
c’est-a~dire en contenant un nombre “suffisamment grand” de molécules du corps considéré.
Cette représentativité sera d’ailleurs souvent requise a des échelles tres différentes : celle des
cristaux constituant un métal (nm), des feuillets dont se compose une argile (um), des grains
d’un sable (mm), des granulats entrant dans la composition d’un béton (cm), voire méme des
blocs d’un barrage en enrochements (m).

Si p désigne la masse volumique au point M, on a
0

1.1.2 Hypothese de continuité

Enoncons a présent I’

Hypothese 1 (Continuité) B hypit. html B hypip. html Soit M un corps matériel
continu, ou milieu continu. L’ensemble des particules de M occupe, a chaque instant t, un
domaine €y ouvert et connexe de l’espace physique. A tout point de €y correspond une et une
seule particule de M.

Cette hypothese établit donc, a chaque instant ¢, une bijection entre le milieu continu M,
ensemble de ses particules, et le domaine €); de l'espace physique qu’il occupe a cet instant.
Les particules de M s’identifient ainsi, a I'instant ¢, aux points de €2;. Conséquemment, deux
particules distinctes a un instant ¢ donné dans €); 'ont été a tout instant 7 < ¢ dans {2, et le

resteront a tout instant 7" > ¢ dans €,.

L’hypothese de continuité est parfois mise en défaut. C’est notamment le cas lors de 'ap-
parition de surfaces de glissement (figure [1.1)) ou de rupture au sein d’un solide, ou encore de

phénomenes de cavitation dans un fluide.

1.2 Repérage des milieux continus

B tab12.html Soit O un observateur et soit R le référentiel lié & O, ensemble des points de
I'espace euclidien IR? animés du méme mouvement (translation et rotation fonctions du temps)
que cet observateur. Dans tout ce qui suit, R = (O,a, es, a) désigne un repere orthonormé
direct d’origine O, supposé fixe dans ce référentiel.
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Fi1G. 1.1 — Apparition d’une surface de glissement

1.2.1 Configuration de référence et configuration actuelle

B tabl3.html

Définition 2 (Configuration de référence) ® def2p. html| Soit M un milieu continu.
On appelle configuration de référence, ou configuration non déformée, de M [’ensemble Q, des

positions de ses particules a un instant de référence to quelconque mais fixé.

Remarque Dans de nombreuses situations, 'instant de référence est celui o commence
I’observation du processus d’évolution du milieu matériel M, l'origine des temps étant alors
choisie de facon a avoir ¢ty = 0. La configuration de référence est alors appelée configuration
initiale et notée €2y. Bien qu’un tel choix d’instant de référence ne constitue pas une regle
(instant de référence est fixé mais il peut étre quelconque), c’est, dans un souci de simplicité,

cette derniere notation que nous retiendrons.

Soit. P une particule de M quelconque mais fixée. La configuration de référence )y étant
A : S 7 . —_ - — I
observée relativement au repére orthonormé direct R = (O, ey, e, e3) de I'espace euclidien IR?,
—_

la position Py de P & linstant de référence t, est alors repérée par le vecteur X = OFP) = X ep

(figure [L.2).

Nous désignerons par Ky I’application de M sur €y qui a toute particule P de M associe le
vecteur X = X Kez'

Ko 2 (1.2)
—

Cette application est bijective, compte tenu de I'hypothese . Les variables (X1, X5, X3),
coordonnées des particules de M a l'instant de référence ty, sont appelées variables de La-
grange. Elles autorisent, ainsi que nous le verrons dans la section [1.3.2] une description du
mouvement de M privilégiant la particule (point de vue lagrangien).
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(to) F (t)

F1c. 1.2 — Configuration de référence et configuration actuelle

On donne a présent la

Définition 3 (Configuration actuelle) ) def3p. html Soitt Uinstant actuel (on dit aussi
Uinstant courant). On appelle configuration actuelle, ou encore configuration déformée, de M

a linstant t 'ensemble €y des positions de ses particules a cet instant.

Nous conviendrons, dans un souci de simplicité, d’observer les configurations actuelles suc-
cessives de M relativement au méme repere orthonormé direct R = (O, €1, €2, :3) que la confi-
guration de référence 2y. Soit alors P la particule de M quelconque mais fixée considérée plus
haut. La position P; de cette particule a I'instant courant ¢ est a présent repérée par le vecteur

T = (ﬁf = 36, (figure .

Soit K; 'application de M sur €2; qui a chaque particule P de M associe le vecteur z = x4,

M Q

P & Z =P (1-3)

Comme Ky, K; est bijective en vertu de 'hypothese . Les variables (x1, 29, x3), coordonnées
des particules de M a l'instant courant ¢, sont appelées variables d’Euler. Nous verrons
dans la section qu’elles conduisent a une description du mouvement de M qui privilégie
un domaine donné de l'espace physique, au sein duquel on regarde défiler les particules (point

de vue eulérien).

Remarques
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1. La configuration de référence €2y est une configuration actuelle particuliere, relative a un

instant de référence ty quelconque mais fixé.

2. Les variables de Lagrange X, K € {1,2,3}, sont représentées par une lettre et un in-
dice majuscules, tandis qu’aux variables d'Euler z;, i € {1,2, 3}, sont associés une lettre
et un indice minuscules. Cette précaution nous permettra, dans ce qui suit, d’identifier
sans ambiguité et de fagon systématique la nature des différentes grandeurs physiques
(vectorielles ou tensorielles) que nous serons amenés a introduire. Nous parlerons ainsi
de grandeurs lagrangiennes (resp® eulériennes) lorsqu’elles auront été en totalité définies
relativement a la configuration de référence 0y (resp® a la configuration actuelle €2;), et
de grandeurs mixtes lorsqu’elles seront baties sur ces deux configurations.

1.2.2 Relation entre les configurations actuelle et de référence : la

transformation du milieu continu

g tabid.html L’application Ky de M sur Qo définie dans la section [1.2.1] étant bijec-

tive (conséquence de I’hypothese , I'application réciproque Kj' existe et est également une

bijection. On a
VPeM, VX €Qy X =Ko(P)e P =K' (X) (1.4)

et I’on peut donc écrire

—
X

Vi, VieQ, ©=IK(P)=K (icglo?)) = (Kyo K3 (X) (1.5)

Posons alors

Fi=KioKy! (1.6)

L’application F; de g sur €2, ainsi définie est appelée transformation du milieu continu
M relative a ’instant ¢. Composée d’applications bijectives, elle est elle-méme une bijection
de Qy sur Q;. Les relations (1.7)) résument les différentes étapes de sa construction.

2 M Q
X poiE) s T o (Ko () | = o (1.7)
— = — T = ¢} = : - :
: W0 ) X 5 7 =F(X)
Fi

La transformation F; relative a l'instant ¢ présente ’avantage, que ne possedent ni Ky ni £y,
de ne plus impliquer I’ensemble M des particules du corps matériel, mais les ensembles €2 et
), associés aux configurations de référence et actuelle, domaines de I’espace physique IR? doués
de meilleures propriétés que M.
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Nous appellerons par ailleurs transformatlon du milieu continu M et désignerons par F
I’application qui a X et ¢ associe le vecteur . On a donc

T = FO48) = FX) (18)

Usant de ’abus d’écriture classique consistant a identifier une application a son résultat, nous

écrirons également parfois

— v = x1(X1, Xo, X3,1)
= L(X,t) :l'i(Xl,Xg,Xg,t)a < T .TQ(Xl,XQ,Xg,t) (19)
vy = x3(Xy, Xo, X3,1)

La transformation JF; relative a I'instant ¢ étant bijective, I’application réciproque existe et
est une bijection de €); sur 5. On a donc

Q Q
Do L (1.10)
v X =F(2)

et nous écrirons aussi parfois, en usant du méme abus d’écriture que ci-dessus,

— — Xl = Xl(fvl,xg,l’g,t)
X = X( ,t) XK<Z'1,ZE2,I3,t)€K <~ X, = Xg(ili'h.fg,l'g,t) (111)
X3 = Xz(1,29,23,1)

1.2.3 Transformation linéaire tangente

L’idée intuitive que donne, lorsqu’observé a notre échelle, un milieu matériel M évoluant

au cours du temps suggere une certaine régularité de sa transformation F par rapport aux
différentes variables d’espace et de temps. Cette intuition physique est a I’origine des hypotheses
énoncées ci-apres.
Hypothése 2 (Continuité de la transformation) BB hyp2t. himl| B hyp2p. html| Soit
t linstant actuel quelconque mais fixé. La transformation F, relative a cet instant est un
C'-difféomorphisme de Qo sur Q; (i.e. F; est une bijection continuement différentiable et il
en est de méme de sa réciproque F;'). Soit b par ailleurs X € Qg quelconque mais fixé. Les
applications t — f(X t) ainsi que t — O ]-"(X t), K € {1,2,3}, sont continues.

Remarques

1. La régularité de F que traduit I'hypothese précédente revét deux aspects : une régularité,
a t fixé, par rapport aux variables d’espace (X7, X3, X3) d’'une part, et d’autre part, a X
fixé cette fois, par rapport a la variable temps.
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2. La continue-différentiabilité de F; ou de F, ' est parfois mise en défaut, notamment dans
le cas de milieux déformables constitués de plusieurs matériaux aux propriétés mécaniques
différentes. C’est pourquoi dans certaines situations ’'on exigera seulement que F; et F; *

soient continuement différentiables par morceaux.

B tabi5.html Soient alors ¢ Pinstant actuel et )?' € Qy quelconques mais fixés, et soit F;
la transformation du milieu continu M relative a cet instant. L’hypothese [2| nous autorise a
effectuer, dans un voisinage du point Py de coordonnées (Xi, Xo, X3) extrémité du vecteur )?'
(ﬁgure, la linéarisation de JF; en considérant son gradient grady.F; en ce point. Ce gradient,
noté F( X ,t), ou Fy( X ), ou plus simplement F; et méme F lorsqu’il n’y a pas ambiguité, est un
tenseur du second ordre appelé transformation linéaire tangente au point F, et a l'instant

t. Il est caractérisé par

I=F(X): F(X,t) =gradyFi(X) < dr=F(X,).dX (1.12)

. N , e e e
Ses composantes relativement au repere orthonormé fixe R = (O, e, s, ¢3) ont alors pour
expression, en omettant les variables d’espace et de temps dans un souci de simplicité,

(3%
0X

Fio = V(i, k) € {1,2,3} (1.13)

La transformation linéaire tangente F au point P, et a l'instant ¢ est donc représentée,

relativement a ce repere, par une matrice a trois lignes et trois colonnes que nous désignerons

encore par F

[ 81’1 8;1:1 81'1
00X, 0X, 0X;
F— 8$2 67:52 81‘2 (114)

et la relation intrinseque (1.12)) s’écrit alors

[ 8[)31 8x1 al’l i
1 0X; 0X, 0X3 1
i Xl
aZEQ 8x2 a.rg
0X; 0X, 0X
dxs ! ? ’ d X3
N—— al‘3 (9x3 al‘g N——
dx L 0X: 00Xy 0X3 1l dX
F
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iiﬁ tabl16.html Soient a présent t I'instant actuel et ;{ € g quelconques mais fixés, et soit
F; ! la réciproque de la transformation JF; relative & cet instant. L’hypothese [2| nous permet
également d’effectuer, dans un voisinage du point P; de coordonnées (x1, x5, x3) extrémité du
vecteur - = Ft(;() (figure , la linéarisation de F; ' en considérant son gradient grad, (F, !)
en ce point. La relation intrinseque appliquée & F; ! nous montre alors que ce gradient

n’est autre que le tenseur du second ordre inverse de la transformation linéaire tangente F()?, t)

el (F0) () = (gradxft(;?))_l = (¥ X,t))_l (1.16)

Nous avons donc établi le

Théoréme 1 (Inverse de la transformation linéaire tangente) ®§ theolp. html
Sotent t [instant actuel et )_(: € Qo quelconques mais fixés, et soit F; la transformation
du milieuw continu M relative a cet instant. Alors la transformation linéaire tangente
F(;(,t) = grad, F; au point Py de coordonnées (X1, Xo, X3) extrémité du vecteur X et d
linstant t est inversible. Son inverse, noté F_l()?', t), ou F;l()?), ou plus simplement F; ' et
méme F~ lorsqu’il n’y a pas ambiguité, n'est autre que le gradient grad (F; ') de Fi' au
point P, de coordonnées (1, xq,x3) extrémité du vecteur T, avec T = ]—"t(;() limage de X par
F;.

Omettons a nouveau, dans un souci de simplicité, les variables d’espace et de temps. Les
. N , —_ = —
composantes de F~! relativement au repeére orthonormé fixe R = (O, ¢, e, ¢3) ont alors pour

expression

o1 _ X

K1 axl

V(K,i) € {1,2,3} (1.17)

et sa matrice représentative s’écrit, avec le méme abus d’écriture que pour F,

0X, 0X; 0X,

81‘1 8x2 8$3
_ 00Xy, 0Xy 0Xo
F!= 1.1
8:701 (91‘2 8[E3 ( 8)

0X3 0X3 0X3
(9.701 8@ 8[E3
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La relation intrinseque dX = F_l(;(, t).dx inverse de (1.12) adopte ainsi, relativement a ce
repere, la forme

[ 8X1 8X1 8X1 i

4X 8:[1 8:)52 (9333 d

1 T
dx, | = gff 222 6822 dz, (1.19)
dX3 dZL’3

N 8X3 an an N’
d?( | Oxy  Oxy  Ozs 1 a
F-1

Remarques

1. Les composantes de la transformation linéaire tangente F possedent deux indices, 'un
majuscule et I'autre minuscule. Ce tenseur est donc une grandeur mixte, batie sur les
deux configurations €y et €. Il en est bien entendu de méme pour F~!, la nature des

indices étant alors inversée.

2. La linéarisation de JF; et 'introduction de la transformation linéaire tangente F;, passage
d’un point de vue global a un point de vue local, trouvent leur justification dans les
développements des chapitres suivants. Nous verrons par exemple, dans le chapitre [2]
comment cette derniere permet a elle seule de quantifier la notion intuitive que ’on peut

avoir des déformations.

3. Les expressions (1.13]) et (1.17) des composantes de F et F~!, de méme que les expres-
sions (1.14) et (1.18]) de leurs matrices représentatives, ne valent que pour un systeme
de coordonnées cartésiennes. Dans le cas d’autres systemes de coordonnées (coordonnées

cylindriques ou sphériques par exemple), elles doivent étre adaptées en reconsidérant no-
tamment la relation intrinseque ((1.12)) (voir pour cela ’annexe , section page [403]).

4. Nous avons tiré parti, pour démontrer 'inversibilité de la transformation linéaire tangente
F; au point de coordonnées (X7, X5, X3) et a U'instant ¢, de la continue-différentiabilité
de I'inverse F, ' de la transformation F; relative & cet instant. Cette propriété de F; ' est
essentielle dans la mesure ou il n’existe pas de relation particuliere entre la bijectivité de
F; et I'inversibilité de son gradient F; en un point : la premiere est une propriété globale,
tandis que la seconde constitue une caractéristique locale. Ainsi, F; peut étre bijective et
continuement différentiable tout en possédant un gradient singulier en certains points. A
contrario, F; peut étre inversible en tout point sans que F; soit bijective. A titre d’exemple,
le lecteur pourra s’intéresser a la transformation suivante du plan IR?, qui est bijective et
continuement différentiable sur tout ouvert de IR? ne contenant pas l'origine (elle est de
plus homogene de degré 1), mais dont le gradient est singulier en tout point de la droite
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X2:07
ry = Xl
XS (1.20)
T2 = 9 v2

ainsi qu’a la transformation du plan complexe définie par
z=e"— f(z) = e (1.21)

dont le gradient est inversible en tout point mais qui n’est manifestement pas bijective.

5. Lorsque la transformation linéaire tangente F; ne dépend pas des variables d’espace X7,
X5 et X3, la transformation F; relative a I'instant ¢ est affine et 'on a

I=F(X)=a(t)+F.X (1.22)

La matrice représentative du gradient d’une transformation affine est donc la méme
en tout point, et cette transformation est encore dite homogene. Si de plus Z(t) =0,la
transformation F; est linéaire et coincide alors avec son gradient F;.

1.2.4 Jacobien de la transformation

@B tab17.html Introduisons tout d’abord la notion de domaine matériel. C’est la

Définition 4 (Domaine matériel) )] def4p. html| Un domaine (volume, surface, courbe,
vecteur) est dit matériel s’il est constitué a chaque instant des mémes particules. Un domaine

matériel est dit élémentaire lorsqu’il peut étre assimilé a un infiniment petit.
Ainsi, une particule au sens de la définition [1] est un volume matériel élémentaire.

Soient alors t I'instant actuel et X € €y quelconques mais fixés, et soit F; la transformation
du milieu continu M relative & cet instant. Anticipant sur les développements du chapitre [2]

considérons, au point Py de coordonnées (Xi, Xy, X3) extrémité du vecteur X, un volume

_ s —

matériel élémentaire dV bati sur les trois vecteurs matériels élémentaires non liés d.X', d.X? et
dX? (figure . On a donc

dVv = (dX1|dX2|dX3) = det [Xm,dXQ,dX?’} (1.23)


tab17.html
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F1G. 1.3 — Variation de volume matériel élémentaire

La transformée de ce volume matériel dans la configuration actuelle €2; a I'instant ¢ est alors
le volume élémentaire dv bati, au point P; de coordonnees (131,372,{['3) extrémité du vecteur
T = = Fi(X ) sur les trois vecteurs élémentaires non liés d:z dr et (17 définis par dz® = F.dX e,
a € {1,2,3}, ou F désigne la transformation linéaire tangente F( X t) au point Py et a l'instant

t (figure|1.3). 11 vient alors, en omettant la variable temps ainsi que les variables d’espace X,
X, et X3 dans un souci de simplicité,

dv = det {(;1,0172, (;‘}
= det {F.dzl, F.d}z, F.d}ii}
= det (F [d?l, d}Q’ d}ﬂ) (1.24)
= detF det [d}l,d}ad}:‘}
= detF dV

Notons que la dermere des égalités précédentes implique le determlnant de la transformation
linéaire tangente F( X t) au point P, extrémité du vecteur X et a l’mstant t, c’est- a—dlre le
jacobien de la transformation F; en ce point, que nous désignerons par J( X 1), ou Jy(X ), ou

plus simplement J; et méme J lorsqu’il n’y a pas ambiguité

Vt, VX € Qy, J(X,t) = det F(X,?) (1.25)
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La derniere des égalités (|1.24) devient alors, en omettant a nouveau les variables de temps
et d’espace,

dv
A J (1.26)

La signification physique de cette grandeur locale (i.e. relative au point Py extrémité du
vecteur X ) est la suivante. Lorsque J > 1, il y a entre les instants ¢y et ¢ augmentation du
volume matériel élémentaire dV. Si J < 1, ce volume élémentaire diminue, tandis que J =1

traduit sa conservation.

Enfin, les résultats établis dans la section nous permettent d’énoncer le

Théoréme 2 (Signe du jacobien de la transformation) $ theo2p. html| — Soient t
linstant actuel et X € g quelconques mais fixés, et soit F; la transformation du milieu continu
M relative a cet instant. Soit par ailleurs J(X,t) le jacobien de F; au point Py extrémité du vec-

teur )?, déterminant de la transformation linéaire tangente F(;{, t) en ce point et a l'instant t.
On a alors

Vi, VX € Qo J(X,t) >0 (1.27)

Preuve Soit X € 2y quelconque mais fixé. La transformation linéaire tangente F()?', t) étant
inversible (c’est le théoréme, on a J()?, t) # 0, Vt. L’application t — J()?, t) étant par ailleurs
continue en vertu de I'’hypothese , le signe de J (;{',t) est a chaque instant le méme. Or a
I'instant ¢ =ty on a Fy = I4, ou Iy désigne I'application identique de €2y sur lui-méme. Cette
application étant linéaire, il vient, compte tenu de la remarque [5| de la page , F()?, to) =14
et donc J (;{', to) = 1, ce qui établit bien le théoreme a

Remarque Nous donnons ci-dessous une autre démonstration de la relation ((1.24)), fondée
sur 'utilisation du tenseur d’orientation e (voir la section de I’annexe [A] page B96) et de
la notation indicielle.

dv = det [d:l:l, da?, d.’L’S]
= e dzjdaida
= i Find X} F; d X7 Frpd X3 (1.28)
= (egpFocFy Foa) AXLAX2dX3,
— et F ey dXLdX2dX3
detF dV
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1.2.5 Champ des déplacements et champ des vitesses

ﬂ;ﬁ tab18.html Soit ¢ 'instant actuel quelconque mais fixé, et soit F; la transformation
du milieu continu M relative a cet instant. Soit par ailleurs P une particule quelconque mais
fixée de M, de position dans la configuration de référence €2y le point Fy extrémité du vec-
teur )? , et de position dans la configuration actuelle €2; a l'instant ¢ le point P; extrémité

du vecteur 7 = Ft()?). Le déplacement de la particule P a cet instant est alors le vecteur

u = Pﬁ’t —T—X (ﬁgure.

F1G. 1.4 — Déplacement u de la particule P a l'instant ¢

Nous appellerons champ des déplacements et désignerons par u I’application qui a t et )?
associe le vecteur déplacement u de la particule P = Ky'(X) & cet instant. Usant de notations
analogues a celles introduites pour les relations (1.9), nous écrirons

— . ul:ul(XlaXQaX?nt)
u = l_l(Xﬂf) = .”IJ(X,t) — X = Ui(Xth,Xg,t)Gj <~ UQZUQ(Xl,XQ,Xg,t) (129)
= u3(X1, Xo, X3,1)

Le champ des déplacements u du milieu continu M est donc entierement défini, relativement

b 7’ — — — . .
au repere orthonormé fixe R = (O, ey, 9, €3), par ses trois composantes u1, uy et ug, fonctions du
temps et des trois Varlables d’espace X, Xoet X3 (Varlables de Lagrange) Son expression -

impliquant & la fois X et x nous écrirons indifféremment u = um ou U= uKe K-

B tab19.html La vitesse v de la particule P = ICo_l(;() a I'instant courant ¢ n’est alors

autre que la dérivée par rapport au temps du déplacement ¢ +— u( )_(: ,t) de cette particule,
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évaluée a cet instant,

-~  Or — ou, —
i = 5 (X, 1) (1.30)

Exprimée sous cette forme, elle est ainsi fonction du temps et des variables de Lagrange X7, X5
et X3, coordonnées de la particule P dans la configuration de référence €2g. Malheureusement,
nombreuses sont les situations ou cette description lagrangienne de la vitesse est inadaptée.
C’est notamment le cas pour ’étude des écoulements de fluides, ot les notions de configuration
de référence et de position “initiale” des particules ne présentent pas d’intérét. On préfere alors
privilégier un domaine donné de 'espace physique au sein duquel on regarde défiler les particules
(point de vue eulérien). Nous exprimerons donc la vitesse v de la particule P a l'instant ¢ en
fonction du temps et des variables d’Euler z1, x5 et x3, coordonnées de cette particule dans
la configuration actuelle ;. Il suffit pour cela d’utiliser 'inverse F, ! de la transformation
F; relative a l'instant courant ¢ afin de remplacer, dans la définition de v, )? par son
expression fonction de = et de ¢ fournie par (L.10). 1l vient alors

v = ‘2—‘: (f;%?),t) (1.31)

. . . N — .
Nous appellerons champ des vitesses et désignerons par v 'application qui a t et = associe
— —
la vitesse v de la particule P = IC; ' () & cet instant. Usant des mémes notations que ci-dessus,
nous écrirons

U1 :Ul(xlax27'r37 t)
ftil(iﬁ),t) :Ui(iCl,.fL'Q,SCg,t)a < UQZ’UQ(Il,[EQ,.Tg,t) (132)

U3=U3(9€1,I2,$3,t)

Le champ des vitesses v est donc entierement défini, relativement au repere orthonormé

— e — . . .

fixe R = (O, e1,es,e3), par ses trois composantes vy, vy et vz, fonctions du temps et des trois
variables d’espace 1, x5 et x3 (variables d’Euler).

Remarque Le mouvement du milieu continu M, ou dans le cas d’un fluide son écoulement,
sont dits irrotationnels lorsqu’en tout point et a tout instant rot,v = 0.

1.3 Descriptions lagrangienne et eulérienne

1.3.1 Trajectoires, lignes de courant, lignes d’émission
1.3.1.1 Définitions

B tab110.html
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Définition 5 (Trajectoires) ﬁ} def5p. html Soit P une particule quelconque mais fixée du
milieu continu M. On appelle trajectoire de P le lieu des positions successives de cette particule

au cours du temps.

Soit X = Ko(P) le vecteur position de la particule P dans la configuration de référence €,
et soit F; la transformation du milieu continu M relative a l'instant courant t. La trajectoire
de P est alors la courbe géométrique ayant pour équation de parametre ¢

t — 2 = F(X) (1.33)

Si v désigne le champ (eulérien) des vitesses, la trajectoire de la particule P est également
solution du systeme différentiel a conditions “initiales”

—

dx

= =V, t) Vi, () = X (1.34)

L’ensemble des trajectoires de toutes les particules de M est donc une famille de courbes
géométriques a trois parametres correspondant aux coordonnées Xi, X5 et X3 des positions de
ces particules a I'instant de référence .

Définition 6 (Lignes de courant) ﬁn def6p. html Soitt l'instant actuel quelconque mais
firé. On appelle lignes de courant a linstant t les courbes enveloppes du champ des vitesses

v(.,t) relatif a cet instant.

Les lignes de courant a I'instant ¢ sont donc les courbes géométriques solutions du systeme
différentiel

dx dzx dx
! - 2 = > (1.35)
v1 (71, T2, T3, 1) va(T1, T, 3,t)  v3(T1, X2, T3,1)
que l'on peut réécrire sous la forme

de o UQ(xbeax?nt)

dz;  vi(wy, 22, 23,1)
(1.36)

drs  wvs(w1, 72, 73,1)

dxl N Ul(x17x27x37t)

Les lignes de courant a l'instant ¢ constituent donc une famille de courbes géométriques a

deux parametres correspondant, par exemple, aux valeurs prises par x5 et x3 lorsque z; = 0.
Définition 7 (Lignes d’émission) B def7p. html| Soientt linstant actuel et M un point
géométrique de l’espace physique, quelconques mais fixés. On appelle ligne d’émission du point

M a Uinstant t le lieu, a cet instant, des positions des particules qui sont passées en M.
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—

Soit :1:_;1 = OM, soit F; la transformation du milieu continu M relative a l'instant ¢, et soit
F-! la transformation inverse de M aux instants 7 < ¢. La ligne d’émission du point M a

I'instant ¢ est alors la courbe géométrique ayant pour équation de parametre 7

T 1 = Fi (.7-—;1(;1\1)) T<t (1.37)

Ainsi, 'ensemble des lignes d’émission a l'instant ¢ de tous les points de ’espace physique est
une famille de courbes géométriques a trois parametres correspondant aux coordonnées .,
Tavo et xy3 de ces points.

Remarque Bien qu’en contradiction avec le sens du verbe “émettre”, certains auteurs
définissent la ligne d’émission du point M a l'instant ¢ comme le lieu, a cet instant, des posi-
tions des particules qui non seulement sont passées en M, mais également qui y passeront. La
relation fournit alors la partie amont de la ligne d’émission, la partie aval étant quant a
elle obtenue en y remplacant 7 <t par 7 > .

1.3.1.2 Cas d’'un mouvement permanent

Définition 8 (Mouvement permanent) ﬁﬁ def8p. html Le mouvement du milieu continu
M est dit permanent, ou stationnaire, lorsque le champ (eulérien) des vitesses v est indépendant
du temps. La vitesse v d’une particule P a linstant t ne dépend alors que de la position z de

cette particule o cet instant : v = v(x).

De I'équation ([1.34)) des trajectoires des particules de M, on tire alors le systeme différentiel

d d d
S 2 L (1.38)
U1($1,$2;3€3) 02($1,$2,$3) 113(35172172,%3)

Les composantes vy, vs et v3 de v étant indépendantes du temps, ce systeme est alors identique
au systeme ((1.35)) définissant les lignes de courant.

Dans un mouvement permanent de milieu continu, les trajectoires et les lignes de courant
sont donc confondues et constituent une famille de courbes géométriques a deux parametres
indépendantes du temps. Conséquemment, les particules situées sur une ligne de courant donnée
décrivent toutes la méme trajectoire, identique a cette ligne de courant. Il s’ensuit que la ligne
d’émission du point géométrique M a l'instant ¢ coincide avec la partie aval de la trajectoire
passant par M. Les lignes d’émission sont donc aussi une famille de courbes géométriques a deux
parametres, indépendantes du temps et constituées, compte tenu de la définition [7] par les par-
ties aval des trajectoires passant aux points géométriques considérés. Notons qu’elles coincident
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avec 'intégralité de ces dernieres lorsqu’on adopte la définition fournie par la remarque de la

section [I.3.1.1] page 2]

1.3.2 Point de vue lagrangien et point de vue eulérien

ﬁn tabl11l.html Nous avons vu, dans la section [1.3.1.1, que I’ensemble des trajectoires

des particules du milieu continu M est une famille de courbes géométriques a trois parametres
correspondant aux variables de Lagrange X, X5 et X3. Reconsidérons alors ’équation ,
paramétrée en temps, de la trajectoire d’une particule P quelconque mais fixée de M. Dans
ce mode de description associé aux variables de Lagrange X;, X5 et X3, nous adoptons un
point de vue consistant a “suivre” les particules dans leur mouvement. Ce point de vue, ot 'on
privilégie la particule, est appelé point de vue lagrangien, et la description du mouvement
du milieu continu M qui en résulte est dite lagrangienne. Ainsi, la définition du champ
des déplacements u de méme que ’expression du vecteur vitesse v de la particule P
résultent d'un point de vue lagrangien.

Considérons a présent le systeme différentiel dont la résolution fournit I’ensemble des
lignes de courant a l'instant ¢. Dans ce mode de description, associé aux variables d’Euler x4,
x9 et x3, 'instant bien que quelconque est cette fois fixé. On ne privilégie plus les particules,
mais 'espace géométrique, ou une zone d’observation donnée de celui-ci (“fenétre”), que 'on
“photographie” a différents instants. Les particules situées en un point géométrique donné de
cette zone a deux instants différents seront en général différentes. Ainsi en est-il lorsqu’immobile
au bord d'un cours d’eau on la regarde s’écouler. Un tel point de vue, ot l'on privilégie un
domaine donné de I'espace physique au sein duquel on regarde défiler les particules, est appelé
point de vue eulérien, et la description du mouvement du milieu continu M qui en découle
est dite eulérienne. La définition du champ des vitesses v découle ainsi d’un point de vue

eulérien.

Enfin, notons que le passage d'un mode de description a 'autre s’effectue simplement a 1’aide

de la transformation F; relative & l'instant ¢ ou de son inverse JF, *.

1.4 Dérivée matérielle

1.4.1 Définition

B tabl12.html

Définition 9 (Dérivée Matérielle) BB def9p. html| Soit P une particule quelconque mais
fixée du milieu continu M et soit g(P,t) une grandeur physique (scalaire, vectorielle ou ten-

sorielle) lie a la matiere, ou grandeur matérielle. On appelle dérivée matérielle, ou dérivée


tab111.html
tab112.html
def9p.html

44  P. Rovis, 6 septembre 2019. CINEMATIQUE DES MILIEUX CONTINUS Chapitre 1

totale, ou encore dérivée particulaire de g, et [’on note g, ou i—i’, le taux de variation de cette
grandeur lorsqu’on suit la particule P dans son mouvement. En d’autres termes, la dérivée

matérielle g de g n’est autre que celle de la fonction t — g(P,t) de variable t.

Nous nous limitons, dans cette section, au cas ou g est une grandeur scalaire. Soient alors
(X1, Xa, X3) les coordonnées de la particule P dans la configuration de référence €2y (variables
de Lagrange), et soient (1, o, x3) les coordonnées de cette méme particule dans la configuration

actuelle ; a 'instant ¢ (variables d’Euler).

Adoptons tout d’abord un point de vue lagrangien. On a alors g(P,t) = g(Xy, Xo, X3,t), et

I’expression de la dérivée matérielle g de ¢g vient immédiatement

. g

Si 'on adopte a présent un point de vue eulérien, on a cette fois g(P,t) = g(x1, 2, x3,1), ce

qui donne
. dg n dg Ow;
T7 ot "o ot
dg 0

dg daod
= a—l—gra 29U

Une synthese des résultats précédents est fournie par le tableau

TaB. 1.1 — Dérivée matérielle d'une grandeur physique scalaire

H Point de vue lagrangien ‘ Point de vue eulérien H
g:g<X17X27X37t) g:g(I17$27x37t)

89 q .
)= — ) = — + v.grad
g o1 g at—i-vgraxg

Remarques

1. La dérivée matérielle d’'une grandeur scalaire lagrangienne s’identifie a sa dérivée partielle
par rapport au temps. Ceci résulte du fait que les variables de Lagrange X7, X, et X3 ne
dépendent pas du temps, illustrant ainsi la caractéristique d'une description lagrangienne

du mouvement qui consiste a suivre les particules dans leur évolution.
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2. La dérivée matérielle d’'une grandeur scalaire eulérienne g se compose quant a elle de
deux termes. Le premier, %, provient des variations de g en fonction du temps au point
géométrique de coordonnées (x1,xs,x3). Le second, v, grad, g, est qualifié de convec-
tif et résulte du fait que les variables d’Euler xq, x5 et x3, coordonnées de la particule

P a l'instant ¢, sont fonctions du temps. Ainsi, entre les instants ¢t et ¢ + dt la parti-

cule s’est déplacée de (ﬁ = vdt, et la variation de la grandeur matérielle g est alors
g(z + vdt,t +dt) — g(z,1).

3. La dérivée matérielle d'une grandeur vectorielle ou tensorielle exprimée dans un systeme
de coordonnées cartésiennes s’obtient aisément en dérivant chacune de ses composantes
a l'aide des relations fournies par le tableau [I.1]

1.4.2 Champ des accélérations

ﬁﬁ tab113.html] Soit P une particule quelconque mais fixée du milieu continu M.
L’accélération 7 de cette particule a l'instant ¢t n’est autre que la dérivée matérielle de sa

. N . . . . - s . ’ -
vitesse a cet instant. Son expression lagrangienne s’obtient aisément en considérant celle de v

fournie par (1.30]). On obtient alors

()

— 2u —
Yy = W(X,t) (141)

Adoptons a présent un point de vue eulérien. Si v désigne le champ (eulérien) des vitesses,

il vient

- dv —
= —(; 1.42

Nous appellerons champ des accélérations et désignerons par « 'application qui a t et z

associe I'accélération 7 de la particule P = KC; ' () & cet instant. Usant de notations analogues

a celles introduites pour les relations ([1.9)), (1.29) et (1.32)), nous écrirons

’71:71(5B1,332,$37t)
Y :7(5137t):—(f13,t):’7i(171,IQ,ZL‘g,t)e,j < ’}/2:’)/2<£U1,Z'2,$3,t) (143)

V3 ="3(x1, T2, T3, 1)

Le champ des accélérations ~ est donc entierement défini, relativement au repere orthonormé
—_— — e . . .

fixe R = (O, eq,e9,€3), par ses trois composantes 7y;, 72 et 3, fonctions du temps et des trois

variables d’espace x1, T2 et x3. La remarque (3| de la page [45] jointe a I'expression de la dérivée

matérielle d'une grandeur scalaire eulérienne donnée dans le tableau [I.1| nous permet alors

d’écrire

ov; ov; .
L — 2 i 1.44
Y 5 + v; P, Vi e {1,2,3} (1.44)
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Ces trois relations scalaires, qui ne valent que pour un systeme de coordonnées cartésiennes,

peuvent étre unifiées en une égalité vectorielle qui est alors intrinseque. C’est le

Théoréme 3 (Accélération en variables d’Euler) $B theo3p. html Soient v et 7 la
vitesse et ['accélération d’une particule P quelconque mais fixée du milieu continu M, exprimées

en variables d’Euler. On a alors

ov

1 -
5 + = grad v2 4 (rot,v) A (1.45)

Y= —

Preuve ﬁﬂ demth3p.html| Dans tout ce qui suit et dans le souci d’alléger I'écriture, nous
désignerons par 82, i € {1,2,3}, I'opérateur de dérivation partielle par. rapport a la variable

20, = 8 . Si a est une expression vectorielle telle que par exemple a = = (rot, v) A 5, nous
conv1endrons de désigner par [5]Z sa composante sur e [3]Z = a.ei. On a alors, relativement
au repére orthonormé fixe R = (O, e1, e, €3) et en tirant parti de la notation indicielle,

: [gradajz] = 1o(v.v)
7
= v Oy,

On a par ailleurs, en utilisant le tenseur d’orientation € (voir la section de I'annexe ,
page [396)) ainsi que le formulaire donné en annexe [B| (section [B.1.2| page 400)),

[(rotﬁ) A Z]

) €ijk |:I‘Otx/l7:| 'Uk
7 J

€ijk €jim OV Vg, (1.47)
- ((;zmékl - 6i15km) alvm Vg

= v Okv; — v Oivg,

Combinant ((1.46)) et (1.47]), nous obtenons

ov
ot

ov;
ot

+ v, O ; (148)

1 — —
+ = grad 02+ (rot,v) A ’U]

i

et 'on retrouve le membre de droite de I’égalité (1.44]), ce qui démontre bien le théoréme [3| O

Enfin, notons que I’égalité vectorielle ([1.45)) conduit a la relation de champs

ov

1
7= + - grad v? + (rot,v) A (1.49)
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1.4.3 Dérivées matérielles du gradient et du jacobien de la transfor-

mation

ﬁh tabl14.html Soient ¢t I'instant actuel et X € )y quelconques mais fixés, soit F; la
transformation du milieu continu M relative a l'instant ¢, et soit F(X,t) la transformation

linéaire tangente au point Fy extrémité du vecteur X et a cet instant.

Intéressons-nous tout d’abord a la dérivée matérielle de cette grandeur physique fonction
des variables de Lagrange (Xi, X3, X3) et du temps, dont les composantes relativement au
repére orthonormé fixe R = (O, e, €5, e3) sont fournies par (L.13). 11 vient alors, en omettant
les variables d’espace et de temps dans un souci de simplicité et compte tenu de la remarque
de la page 45| ainsi que des résultats regroupés dans le tableau (1.1}

et Pon voit que F s’identifie au gradient des vitesses relativement aux variables de Lagrange

—

F(X,t) = gradyv(F(X), 1) (1.51)

Or le champ des vitesses v est fonction des variables d’Euler (x1, 29, x3) et du temps, de sorte
qu’il n’est pas naturel d’introduire son gradient “lagrangien” gradyv. Il n’en est bien entendu
pas de méme du gradient G de v relativement aux variables d’FEuler défini par

G(z,t) = grad,v(zr,t) (1.52)

N — —
avec v = F;(X) limage de X par F;, et dont les composantes relativement au repere
R — , . N .
R = (O, ey, ey, e3) s’écrivent, en omettant a nouveau les variables d’espace et de temps,

Gij = o V(Z,j) € {17273}2 (153)

(9%]'

Reconsidérant (1.50)), nous obtenons

. ov; ov; Ox;
Fpo=—r="2""0 = Gy:Fi, Vi, K 1,2,3)? 1.54
aXK axjaxK I IK (27 )E{ » < } ( )

c’est-a-dire

F(X,t) = G(7,t).F(X,?) (1.55)

ou plus simplement

F=GF (1.56)
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B pap114.html De F~LF = I, on tire par ailleurs

d . . . .
SEFLE)=0=F 'F+F ' F=0=F = _-FLFF! (1.57)

ce qui donne, compte tenu de ([1.56)),

-1

F =-F'G (1.58)

N —1 , . , . _ .
et le lecteur prendra garde & ne pas confondre F | dérivée matérielle de F~!, avec I'inverse de
F lorsque cette derniere existe.

g tab115.html B papii5.html On s'intéresse & présent & la dérivée particulaire du
jacobien J ()?,t) de la transformation F au point Py et a l'instant ¢, déterminant de F()?,t).
On a alors, en omettant les variables d’espace et de temps et compte tenu des développements
précédents,

. d
J = &(EIJKpllFQJFSK)

= EIJKFUFQJFBK + €IJKF11F2JF3K + EIJKFUFQJFSK

€raixGuEL P2 F3x + €1y F1Gom Py B3 + €151 F1 Py Gan Pk
GuersFulo s Fag + Gom€roxc F1 i By B + Gan€ron F1iFo Pk (159)
G1011J + Gomdmad + G3,0,3J

= J(G11+ Gay + G33)

= Jdiv,v

En résumé, on a

—

J(X,t) = J(X,1) divav(Z, 1) (1.60)

ou plus simplement

J = Jdiv,v (1.61)

Remarques

1. Le gradient des vitesses G défini par ((1.52) est un tenseur du second ordre eulérien.
On remarquera en effet, dans l'expression ((1.53)) de ses composantes, les deux indices

minuscules.

2. 11 découle de ([1.60|) que la conservation du volume matériel élémentaire, ou incompressi-
bilité locale, traduite d’'un point de vue lagrangien par J = 1, se caractérise également,
d’un point de vue eulérien cette fois, par div,v = 0.

J(X,t) =1 VYt <= div,v(z,t) = 0 ¥(7 = F(X),?) (1.62)
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1.4.4 Dérivées d’intégrales sur des domaines matériels
1.4.4.1 Dérivée d’une intégrale de volume

#B tab116.html Soit ¢ 'instant courant quelconque mais fixé, et soit V un volume matériel
occupant, dans la configuration actuelle €2; a cet instant, le domaine V, de 'espace physique.
Soit par ailleurs g une grandeur scalaire eulérienne. Intéressons-nous alors a 'intégrale I(¢) de

g sur le domaine géométrique V;

I(t) = /g(z,t) dv (1.63)

Wi

et plus précisément & sa dérivée par rapport au temps I (t). La difficulté résidant ici dans
le fait que le domaine d’intégration )V, dépend lui-méme du temps, nous allons chercher a
tirer parti de la transformation F; du milieu continu M relative a l'instant ¢ pour remplacer
I’expression de I(t) par une intégrale sur un domaine indépendant du temps, en effectuant

le changement de variables d’espace X +— z = .7-}(;() que suggere cette transformation.

Soit donc G la fonction de variables X et ¢ définie par
G(X,t) = g(F(X),1) (1.64)

et soit Vy = F; *(V,) le domaine de I’espace physique qu’occupe le volume matériel V & I'instant

to dans la configuration de référence )y. On a alors, compte tenu de (|1.26)),

I() = /G(X,t)J(X,t) v (1.65)
Vo

Omettant les variables d’espace et de temps dans un souci de simplicité, nous obtenons,
avec ((1.61)),

I(t) = /%(GJ)dV

Vo
= / (GJ +GJ)dV

Y. (1.66)
= / (GJ + GJdiv,v)dV

Vo
= / (G + Gdiv,v)J dV

Vo
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Le retour dans la configuration actuelle €, s’effectue ensuite grace au changement de variables

— - —
T+ X = F;'(x) associé & la transformation inverse F, *. Il vient

I(t) = [ (g+gdiv,v)dv (1.67)
/

et l'on a donc

d
&/gdv = /(g+gdivxv) dv (1.68)
Vi Vi

1.4.4.2 Dérivée d’une intégrale de surface

B pap1442a.html Soit & présent S une surface matérielle occupant, dans la configuration
actuelle €; a l'instant courant ¢, le domaine S; de I'espace physique. Soit par ailleurs @ une

grandeur vectorielle eulérienne, et soit I(¢) son flux a travers le domaine géométrique S;

I(t) = /*(* £).ds (1.69)

St

La dérivation de cette intégrale par rapport au temps se heurte, la encore, a la difficulté
rencontrée dans la section [1.4.4.1] liée & la dépendance du domaine d’intégration S; vis-a-vis de
cette variable. Il nous faut donc, comme précédemment, substituer a ’expression de I(t)
une intégrale sur un domaine indépendant du temps, en effectuant le changement de variables
d’espace X7 = Ft(;() fourni par la transformation F; du milieu continu M relative a

I'instant ¢. L’examen de ([1.69) montre alors que cette substitution requiert I’expression de la
transformée ds, dans la configuration actuelle €2; a 'instant ¢, d'un élément de surface matériel

—

dS pris dans la configuration de référence 2.

BB papl442b.html  Soit donc )_(: €y quelconque mais fixé. Anticipant sur les

developpements du chapitre I considérons, au point PO de coordonnées (X, Xo, X3) extrémité
du vecteur X une surface materlelle élémentaire dS batie sur les deux vecteurs matériels

—_—

élémentaires non liés d. X' et dX X2 (figure . En d’autres termes, on a

dS = dX' A dX? (1.70)

La transformée ds de cette surface matérielle dans la configuration actuelle 2, a 'instant ¢ est

alors la surface élémentaire batie, au point P, de coordonnées (1, s, 23) extrémité du vecteur
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(to) F (t)

Fi1G. 1.5 — Variation de surface matérielle élémentaire

_  — —_

= Fi( X ), sur les deux vecteurs élémentaires non liés dz! et dz? définis par dz® = F.dX°,

a € {1,2}, ou F désigne la transformation linéaire tangente F()?, t) au point Fy et a I'instant ¢

_ —

(figure [1.5). On a donc ds = dat A dz? et il vient, en omettant la variable temps ainsi que les
variables d’espace X, X5 et X3 dans un souci de simplicité,

ds;, = [(1:171/\(1:1:2]
i (1.71)

eijkdmjl-dxi
€ Fid X} Fropd X2, Vi€ {1,2,3}

ce qui donne
Fixnds; = Fiy €ijk FdeXI{ FkMdXIQVI
= EijkEN-F}LFkAI dXidXZ%I

1.72
= Jeyiy dX1dX2 (1.72)
= JdS, VN € {1,2,3}
On a donc
'F(X,1).ds = J(X,t)dS (1.73)
c’est-a-dire
ds = J(X,t)'FL(X, t).dS (1.74)

ﬂn papl442c.html Soit alors ;1 la fonction de variables )? et t définie par

— —

A(XL 1) = d(F(X),1) (1.75)
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et soit Sy = F; }(S;) le domaine de l'espace physique occupé par la surface matérielle S &
I'instant ¢y dans la configuration de référence €)y. Il vient alors, avec (|1.74)),

I(t) = / A, (X0 B (X 1).05) (1.76)

ou encore, en tirant parti de la notation indicielle tout en omettant, dans un souci de simplicité,

les variables d’espace et de temps,

I(t) = / JAF S, (1.77)
So

On a alors, compte tenu de (1.58) et (1.61)),

. d
I(t) = /& (JAF') Sk
So
_ / (JAFG + JAF + TAE]) S,
So
s[

<JdivrvAiF;i1 v JAFD - JAiF;}Gﬁ) S,
_ / (JdivvaiF;il +JAFD - JAjF,;;GZ-j) S
(

(1.78)

]

So

div,vA; + A; — GUA]-) JFZ1dS,

—

_ o, dA 2 tp—1 1 c
_ / div,vA+ — — G.d .(JF .dS)
So

et le retour dans la configuration actuelle €, effectué grace au changement de variables

— — — _ . N
r +— X = F;'(x) associé & la transformation inverse F, ', conduit &

—

It) = / % +divyva — Ga | .ds (1.79)
St
Nous avons donc finalement
d [-— e )\ =
g a.ds :/ d_j +div,va — G.a | .ds (1.80)
St St
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1.4.4.3 Dérivée d’une intégrale curviligne

ﬁh papl1443.html| Considérons maintenant une courbe matérielle C occupant, dans la confi-
guration actuelle €2; a I'instant courant ¢, le domaine C; de ’espace physique, et intéressons-nous

. . . 7’ . - . 7z 7z *
a la circulation I(t) de la grandeur vectorielle eulérienne a sur ce domaine géométrique

It = /*(* £).de (1.81)

Cy

Effectuons alors la dérivation par rapport au temps de I(t) en adoptant la démarche des

sections précédentes |1.4.4.2| et [1.4.4.1] Soit donc A la fonction de variables X et t définie

par (I.75), et soit Cy = F; *(C;) le domaine de 'espace physique qu’occupe la courbe matérielle
C a l'instant to dans la configuration de référence 2y. On a alors, compte tenu de ((1.12)),

I(t) = /Z(}?,t). (F()?,t).d?() (1.82)

ou encore, avec la notation indicielle et en omettant les variables d’espace et de temps,

I(t) = / AiFed Xy (1.83)

Co

Il vient alors, avec ([1.56)),

i) = / 4 aF)dx,

J
= / <A1EK + AiEK) dX
_ C/ (Al. Fip + AiGiijK) dX
= C] <A1FlK + AjGjin‘K> d.X )
_ 7<Ai+GﬂA ) Fud X,

Co
- / %+ G.A (Fd})

Co

Effectuant le retour dans la configuration actuelle €2; comme dans les sections [1.4.4.2
et [1.4.4.1], nous obtenons

. da —
i) _/ d—a 104G | de (1.85)
Cy


pap1443.html

54 P. Rovrs, 6 septembre 2019. CINEMATIQUE DES MILIEUX CONTINUS Chapitre 1

et 'on a donc

—

d (- — d -\ —
—/a.d;z;:/ d_CtL+tG'a dx (1.86)

1.5 Equations de conservation de la masse

Hypothese 3 (Conservation de la masse) ® hyp3t. html| BB hyp3p. html| Le milieu
continu M n’est le siege d’aucun phénomene de diffusion, d’aucune réaction chimique et d’au-
cun phénomene de changement de phase.

Conséquemment, la masse d’'un volume matériel donné de M se conserve au cours du temps.

1.5.1 Point de vue eulérien

ﬁb tab117.html Soit ¢ 'instant courant quelconque mais fixé, et soit ) un volume matériel
occupant, dans la configuration actuelle €2; a cet instant, le domaine géométrique V; de I'espace
physique. Soit par ailleurs p le champ eulérien des masses volumiques. La masse du volume
matériel )V est alors

m—/p(z,t) dv (1.87)

Cette masse étant indépendante de la variable temps (conséquence de I'hypothese [3)), on a
m = 0 c’est-a~dire, compte tenu de (|1.68)),

/ (p(z’, t) + p(x,t) divxv(z,t)> dv =0 (1.88)
Vi

Cette relation étant vérifiée pour tout volume matériel 1V, on en déduit, presque partout sur
();, 'équation locale de conservation de la masse en variables d’Euler

p(x,t) + p(x,t) divev(z,t) = 0 (1.89)

Nous avons également, en exprimant la dérivée matérielle p de p grace a la relation fournie
par le tableau|l.1

%(E ) + grad, p(7,8) (7, 1) + p(7, 1) divav (7, £) = 0 (1.90)


hyp3t.html
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On en déduit alors la relation suivante, équivalente a ((1.89)),

%(E,t) + div, (p(&, V(7. 1)) = 0 (1.91)
ou plus simplement
0
p+ pdiv,v =0 < 8_,Z + div,(pv) =0 (1.92)

Remarque Kiﬁ papl51.html Soit g une grandeur scalaire eulérienne. On a alors, avec (|1.68]),

d B d(pg) .
T pgdv = /(T—Fpgdlvmv dv

Vi Vi
= / (Pg + pg + pgdiv,v) dv (1.93)
Vi
= / (pg + (p+ pdivyv)g) dv
Ve

ce qui donne, compte tenu de (|1.89)),

d
4 — [ 1.94
dt/pgdv /pgdv (1.94)

Vi Wi

Soit a présent g une grandeur vectorielle ou tensorielle exprimée en variables d’Euler. Ap-
pliquant la relation précédente ([1.94)) a chacune des composantes de g relativement au repere

, — = — . . . N
orthonormé fixe R = (O, ey, €2, €3), nous obtenons la relation intrinseque

d
e pgdv = /pg dv (1.95)
Vi Vi
A titre d’exemple, on a
d
Tl Al dv = /p’y dv (1.96)
Vi Vi
ainsi que
d [l dv = / vdv (1.97)
5 | 3PV dv= [ Y. .
Vi Vi

et 'on retrouve la deux résultats connus. La relation (1.96]) traduit en effet I’égalité entre

la dérivée matérielle de la résultante R°(V;) du torseur cinétique 7 °(V;) (i.e. des quantités

de mouvement) du volume matériel V & linstant ¢ et la résultante R4(V;) de son torseur
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dynamique Z¢(V,) (i.e. des quantités d’accélération) & ce méme instant. La relation (1.97)
exprime quant a elle 'identité entre la dérivée matérielle de I’énergie cinétique £°(V;) de V a
I'instant ¢ et la puissance P4(V;) de ses quantités d’accélération a cet instant.

1.5.2 Point de vue lagrangien

B tab118.html Considérons & nouveau un volume matériel V occupant, dans la configu-
ration actuelle €, a 'instant courant ¢, le domaine géométrique V; de I'espace physique. Ainsi
que nous 'avons vu dans la section précédente|1.5.1] la masse de ce volume matériel est donnée
par

m = /p(r?:, t) dv (1.98)
Vi
ou p désigne le champ eulérien des masses volumiques.

Effectuons alors, comme dans la section [1.4.4.1] le changement de variables d’espace
X 1= .7-}()?) fourni par la transformation F; du milieu continu M relative a l'instant ¢.
Soit donc V, = F; 1(V,) le domaine de l'espace physique occupé par le volume matériel V &
Iinstant ¢y, dans la configuration de référence €2y. Si nous convenons de continuer a désigner par
le méme symbole (cet abus d’écriture bien que parfois dangereux est au demeurant classique)

la fonction de X et ¢ image réciproque de p par le changement de variables précédent, il vient,
compte tenu de ((1.26)),

m— /po?,t)J(;?,t) av (1.99)

La relation (1.98|) écrite a I'instant de référence ¢y donne par ailleurs

m = /p()?,to) av (1.100)
Vo

La masse m du volume matériel V étant indépendante du temps (conséquence de 1’hy-
pothese (3)), il vient

/ (p()?,to) - p()?,t)J()?,t)) dV =0 (1.101)
Vo

Le volume matériel V étant quelconque, on en déduit, presque partout sur {2y, I’équation
locale de conservation de la masse en variables de Lagrange

p(X,to) = J(X,t)p(X, 1) (1.102)
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Remarque Soit P une particule du milieu continu M quelconque mais fixée, repérée par
le vecteur X dans la configuration de référence €y. On a alors, compte tenu de (1.1 et de
’hypothese

— —

dm = p(X,t)dv = p(X,t) dV (1.103)

I1 suffit alors de tirer parti de (1.26]) pour retrouver ’équation ((1.102)).
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CINEMATIQUE DES MILIEUX CONTINUS

1.6 Reécapitulatif des formules essentielles

1.6.1 Repérage des milieux continus

]'}Z/CtO/Cal

M Q2 M Q
Ko, X = KCo(P) P L T =K,(P)
Qo M Q,

|
|

Chapitre 1

-
1

r = }"t(;() :

—

F(X,t) = grad, Fi(X) < dz = F(X,1).dX

grad, (}—t—l) (?) = (gradxﬂ(})>_1 _ (F(},t))_l

1.6.2 Descriptions lagrangienne et eulérienne

t —

—
T

(X)

(trajectoires)

de’l

dl’Q

d[L‘g

U1 (xla T2, T3, t)

UQ(xh Z2,T3, t)

v3(x1, Ta, T3, 1)

T — F; (f;l(fljm)

—

)

T<t

(lignes de courant)

(lignes d’émission)
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1.6.3 Dérivée matérielle

.y L )
g=— agrange
5 grang
g= % + v.grad_g| (Euler)
ot
1
v = %: +3 grad,v? + (rot,v) A v
‘G = gradxv‘
F=GF R ke J = Jdiv,v
d : :
a/gdv = /(g—kgdlvxv)dv
Vi Vi
%/E(TS :/ %+divzvg— G.a di
Si S;

—

%/a.dx:/ (d—:—ktG.a .dx
Ct

Ct

1.6.4 Equations de conservation de la masse

ap
ot

(Lagrange)

p+ pdiv,v =0 <= — + div,(pv) = 0| (Euler)
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1.7 Exercices et problemes

1.7.1 Enoncés des exercices
E1.1 Potentiel des accélérations

Montrer que lorsquun écoulement est irrotationnel (rot,v = 0) le champ des accélérations
~ dérive d'un potentiel.

E1.2 Théoreme de Lagrange

On considere un écoulement de fluide caractérisé par son champ eulérien des vitesses v et

I'on désigne par v le tourbillon des vitesses défini par w = %rotxv.
1. Montrer que si le champ des accélérations -~ dérive d’un potentiel on a

& +rot, (1w Av) =0.
2. Démontrer le

Théoréeme 4 (Lagrange) Si un fluide est mis en mouvement sans choc a partir de
[’état de repos et si a tout instant son champ d’accélération dérive d’un potentiel, le
champ des vitesses qui en résulte est irrotationnel (rot,v =0).

E1.3 Théoréme de Lord Kelvin

On considere a nouveau un écoulement de fluide caractérisé par son champ eulérien des
vitesses v et 'on désigne par C une courbe matérielle fermée quelconque mais fixée occupant,
dans la configuration actuelle €2; a I'instant courant ¢, le domaine C; de 'espace physique. Soit

alors I(t) la circulation de v sur ce domaine géométrique

I(t) = /U(E,t).@
Ct
1. Montrer que la dérivée matérielle de I(t) a pour expression I(t) = / ;(7, t)(Tr
Ce
2. Que peut-on dire de t — I(t) lorsque le champ des accélérations v dérive d’un potentiel ?
(c’est le théoréme de Lord Kelvin).

3. On suppose de plus que le fluide est mis en mouvement sans choc a partir de 'état de
repos. Montrer alors que 1’écoulement qui en résulte est irrotationnel (théoreme [4]).

E1.4 Ecoulement sphérique d’un fluide incompressible

Soit I’écoulement permanent d’un fluide défini par le champ eulérien des vitesses

—

— 4 vy eRY o t el d 4
v(z) = AT NS , ou ¢ est un réel donné.
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1. Montrer qu’il s’agit d'un écoulement irrotationnel de fluide incompressible.

2. Calculer le débit volumique @) du fluide a travers la sphere de rayon r centrée sur ’origine

O de 'espace physique IR®. Comment peut on qualifier cette derniere ?

E1.5 Ecoulement plan autour d’un pilier cylindrique

On s’intéresse ici au modele d’écoulement plan et permanent d’un fluide autour d’un pilier
cylindrique défini, avec les notations de la figure par le champ des vitesses v = v;e; de

composantes
v = vo(l— 1:”—22 cos 20)
Vg = —vof—j sin 260
V3 = 0

oll vy est une constante strictement positive.

X2

N

F1a. 1.6 — Ecoulement plan autour d’un pilier cylindrique

Déterminer les lignes de courant et les trajectoires.

E1.6 Traction-torsion d’une barre cylindrique

L’éprouvette cylindrique représentée sur la figure est soumise a un systeme d’actions

mécaniques extérieures induisant la transformation

T, = chos%—ngin%
Ty = Xlsin%—i—chos%

r3 = (k+1)X3

ou k et A sont deux constantes strictement positives.

1. Décrire cette transformation en étudiant la déformée d’une section droite X3 = cste de

I’éprouvette.

2. Quelle est la transformée de la génératrice d’équation X; = R et Xy = 0 (figure .
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génératrice d’équation
X1 =Ret X2 =0

Fic. 1.7 — Traction-torsion d'une barre cylindrique

E1.7 Transformations infinitésimales

Anticipant, pour les besoins de I'exercice [E1.8] sur les développements du chapitre [2] et plus
précisément de sa section [2.4], nous donnons ici la

Définition 10 (Transformations inﬁnitésimales) Soit u le champ des déplacements du
miliew continu M, et soit HL()_(: t) = gradyu son gradient lagrangien au point Py
extrémité du vecteur X et a linstant t (figure |1. 4 page . La transformation F du corps
matériel M est dite infinitésimale, ou infiniment petite, ou plus brievement petite, lorsqu’en

tout point Py et a tout instant t la norme euclidienne de HY reste petite devant ['unité :

Vi, VX € Qo [HY(X, 0 = HE (X ) HE(X, 1) < 1

et nous conviendrons, dans ce cas, de négliger les termes d’ordre supérieur ou égal a deux en

gradient H" du déplacement devant ceux du premier ordre.

Montrer alors que 'on a J =1+ divyxu puis en déduire que 'incompressibilité locale est
caractérisée par divyu = 0.

E1.8 Tassement d’un sol incompressible

On s’intéresse ici au tassement d’un massif de sol incompressible de profondeur A sous
I’action d’une fondation s’enfoncant de ¢, avec % < 1 (figure . On suppose que ce tassement
induit, en tout point du massif de coordonnées initiales (X7, X5), une composante verticale usy
du déplacement égale a + (Xg + h)f(X1), ou f est une fonction & déterminer.

1. En supposant connu le déplacement vertical en surface f(X;), donner I'expression en tout
point de la composante horizontale u; du déplacement (on supposera que cette derniere
n’est fonction que de Xj).
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X5

F1c. 1.8 — Tassement d’un sol incompressible

2. Montrer que l'on a / f(X1)dX; =0.
0

3. On prend, pour X; > a, f(X;) = X% + X%. Déterminer alors les constantes A et B. Pour
1 1
quelle valeur de X le tassement en surface est-il nul ?

1.7.2 Enoncés des problemes
P1.1 Ecoulement plan de fluide incompressible : fonction de courant

Dans tout ce probleme on considere des écoulements plans (v3 = 0).

1. Montrer que 'incompressibilité d’un fluide entraine I’existence d'une fonction v (z1, x9),

appelée fonction de courant, telle que les composantes du champ des vitesses aient pour

e

expression v, = Q0 ot V2 = — g

Oxo
2. La fonction de courant 1 étant supposée connue, en déduire 'expression des lignes de
courant.

3. On admet de plus que ’écoulement du fluide est irrotationnel (rot,v = 0) et 'on désigne

par ¢ le potentiel des vitesses défini par v; = g—fl et vy = g—é. Montrer alors que ¢ et ¢

sont des fonctions harmoniques et que les courbes ¢ = cste et ¢ = cste forment un réseau
orthogonal.

4. On s’intéresse a présent aux écoulements plans et stationnaires de la forme v; = —x99(r),
vy = 21g(r), oul g est une fonction quelconque de r = /2% + 3.
(a) Vérifier I'incompressibilité du fluide.
(b) Déterminer les lignes de courant.

)
(¢) Evaluer le tourbillon des vitesses 1 = irot,v.
)

(d) Déterminer g de fagon a annuler . Quelles sont alors les expressions du potentiel

des vitesses ¢ et de la fonction de courant ) ?
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P1.2 Etude d’un écoulement plan

Soit I’écoulement plan défini, relativement au repere orthonormé direct R = (O, e1, ?2), par

le champ eulérien des vitesses V(E, t) = aer + 28txies ot t > 0 désigne la variable temps et ou

a et [ sont deux constantes données et strictement positives de dimensions respectives LT
et T72.

1.

SIS AR

Vérifier rapidement I'incompressibilité du fluide puis donner I'expression des lignes de
courant a l'instant £. Représenter quelques unes de ces dernieres.

—_

. De la résolution du systeme différentiel & conditions initiales 9 :V(z,t), t>0,

dt
7(0) = X, déduire I’équation, paramétrée en t, de la trajectoire de la particule P de

coordonnées initiales X; et X,. Donner ensuite I’équation cartésienne de cette trajectoire
puis représenter celles des particules de coordonnées initiales respectives X; = Xy = a et
—X1:X2:CL,CL>O.

Que vaut le tourbillon des vitesses ' = %rotxv ?

Déterminer 'expression du champ des accélérations en variables d’Euler.

Calculer le débit @) du fluide a travers le plan z = 0.

Déterminer 1'équation, de parametre 7 € [0, ], de la ligne d’émission de l'origine du plan
(Ox1,Ox3) a linstant t. En donner ensuite I’équation cartésienne puis la représenter.

P1.3 Roulement sans glissement d’un disque indéformable

Un disque indéformable roule sans glisser sur 'axe Oz, (figure .

> T

TO . O,

Fic. 1.9 — Roulement sans glissement d’un disque indéformable

. Donner, a l'instant ¢, la position, la vitesse et ’accélération de chaque particule du disque

en adoptant un point de vue lagrangien (c’est-a-dire ici en fonction des coordonnées

polaires initiales r et 0).

Donner I'expression, a I'instant ¢, des champs des vitesses et des accélérations en fonction
des variables d’Euler (z1, xs).
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3. Retrouver, a partir des questions précédentes, trois résultats connus de la mécanique des

solides indéformables.

4. Tracer les trajectoires de quelques particules et représenter les lignes de courant a I'ins-
tant .

P1.4 Un modeéle de houle : la houle trochoidale

Soit un fluide incompressible dont la transformation est définie par = = F(a,t) = F,(a),
ot a = aia est une fonction vectorielle des seules variables de Lagrange (X7, Xs, X3) associées

aux coordonnées initiales des particules fluides considérées.

1. Montrer que le jacobien J; = 2122:23) — et (grad,F;) est indépendant du temps.

D(a1,a2,a3)

2. Un modele de houle en profondeur infinie est donné par

Ty = a1+ p(ag) cos(wt + ¢(ay))
To = az+ plaz)sin(wt + ¢(a1))
T3 = das

ol w est une constante et ou p et ¢ sont deux fonctions de variables respectives asy et
ai. Déterminer alors ces dernieres sachant que I'on suppose l'eau de mer incompressible
(on choisira la solution de fagon telle que aglig—loo plaz) = 0). Quelles sont les trajectoires
des particules fluides? Que deviennent ces trajectoires lorsque la profondeur croit (i.e.

lorsque ay augmente) ?

3. Pour le modele de houle déterminé a la question [2] calculer, en fonction de (ay, as, as), les

coordonnées initiales (X7, Xo, X3) des particules fluides.

4. La surface libre de la mer étant définie par a; = 0, décrire les courbes obtenues a 'instant ¢
dans le plan x3 = 0 (profil de la houle). On évaluera en particulier la distance A entre les

crétes des vagues ainsi que leur vitesse horizontale apparente v,.

5. Montrer qu’il existe un repere en translation horizontale uniforme de vitesse vy relative-

ment auquel le mouvement est permanent. Quelles sont alors les lignes de courant ?

1.7.3 Indications et éléments de réponse
E1.1 Potentiel des accélérations
On tirera parti de 'expression du champ des accélérations en variables d’Euler (théoréeme
page [46)).
E1.2 Théoréme de Lagrange

On montrera qu’a I'instant initial et en tout point du fluide les dérivées partielles par rapport

au temps du tourbillon des vitesses 1 = %rota,v sont nulles a tous les ordres.



66 P. Rovis, 6 septembre 2019. CINEMATIQUE DES MILIEUX CONTINUS Chapitre 1

E1.3 Théoreme de Lord Kelvin

On tirera parti de ((1.86)) et du fait que la courbe matérielle C est fermée.

El1.4 Ecoulement sphérique d’un fluide incompressible

1. Soit = € IR®" quelconque mais fixé. De 8; |7 || = -, V5 € {1,2,3}, on tire tout d’abord

-’
]

q ;|7 | — 3wz . 2
0iv; = — — V(z,7) € {1,2,3
G i T (4,7) €{ }

On a alors, Vo € R?", rot,(v) = 0 et div,(v) = 0.

2. On trouve aisément () = ¢. L’origine O de l'espace physique IR?® est donc une source
ponctuelle de fluide si ¢ > 0 et un puits si ¢ < 0.

E1.5 Ecoulement plan autour d’un pilier cylindrique

Les lignes de courant et les trajectoires sont confondues et ont pour équations, dans tout plan

xr3 = cste, r = m (1 +4/1+ %2 sin? 0), k > 0. Elles sont représentées sur la figure |1.10]

> 11

Fic. 1.10 — Ecoulement autour d’'un pilier cylindrique : lignes de courant et trajectoires

E1.6 Traction-torsion d’une barre cylindrique
1. La section droite X3 = cste subit une translation d’axe O X3 et d’amplitude kX3 combinée
a une rotation de méme axe et d’angle &/\1

2. La transformée de la génératrice d’équation X; = R et X5 = 0 est 'hélice d’axe OX3, de
rayon R et de pas 2(k + 1)L
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E1.7 Transformations infinitésimales

Il suffit de remarquer que I'on a F = § + H", ot & désigne le tenseur unité du second ordre,
puis de développer le déterminant de F en se limitant aux termes du premier ordre en H".

E1.8 Tassement d’un sol incompressible

1. En tirant parti de 'incompressibilité du sol ainsi que des résultats de I'exercice [£1.7| on

X3
trouve uy (X;) = 3 f(z)dx, VX, > 0.
0

2. C’est, a nouveau, une conséquence de I'incompressibilité du sol.

3. On trouve A = 30a* et B = —4da®. Le tassement en surface s’annule donc pour X; = +3a.

P1.1 Ecoulement plan de fluide incompressible : fonction de courant

1. On tirera parti de 'implication bien connue div,a =0 = a = rot,A.

2. Ce sont les courbes 1) = cste, ce qui justifie I’appellation “fonction de courant” donnée
a .

3. Il suffit, apres avoir vérifié que Ay = Ap = 0, de montrer qu’en tout point du fluide les
tangentes aux courbes = cste et 1) = cste sont orthogonales.

4. (c) w=(g(r) +59'(r) es
(d) On trouve, en utilisant le systeme de coordonnées polaires (r,0), g(r) = 7,

=g+ kb et p=1y—klnr, ouk, ¢y et 1y sont des constantes.

P1.2 Etude d’un écoulement plan

1. De v1 = a, vy = 20tz et v3 = 0 on déduit aisément div,v = 0. La résolution du systeme

différentiel 41 = 422 fournit par ailleurs z; = B2 4 29 ol 23 est une constante arbitraire.

Les lignes de courant a I'instant ¢ sont donc des paraboles. Elles sont représentées sur la

figure [I.11]

2. De % = o on tire tout d’abord z; = X; + at. De % = 20tz = 20t(X; + at) on déduit
ensuite x5 = Xp + X t* + 2a3t3. En tirant parti de lexpression de @1 pour éliminer
la variable temps de celle de x5 on obtient enfin o = X5 + %(2&:1 + X1) (21 — X1)?,
x1 > X;. La figure [I.12] représente les trajectoires des particules de coordonnées initiales
respectives X1 = Xo =aet —X; =Xy =a,a > 0.

3. w= %rotxv = ﬁtez.

4. De v = % + 1 grad, v’ + (rot,v) A v on tire v = 26(z; + at)es.

+a

a—1+00
+ —a
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Fi1c. 1.11 — Lignes de courant a 'instant ¢

\ T2

> L1

—a o) a

F1a. 1.12 — Trajectoires des particules de coordonnées initiales (—a,a) et (a,a)

6. Les coordonnées initiales X;(7) et Xy(7) de la particule située a lorigine du plan

(Oz1,0x5) a linstant 7 € [0, ¢] étant solutions du systeme

X1(7)+CYT = 0
Xo(1) + BX1(1)m? + 2067 = 0

on obtient tout d’abord

Xi(r) = —ar
Xo(r) = 3apr®

Les coordonnées z1(7) et xo(7) de cette méme particule a U'instant ¢ étant données par

r(r) = Xi(r) +at
22(1) = Xo(7) + X1 (1)t + 208t
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il vient ensuite

{xl(T) = alt—1)

2o(1) = 3af(2t+7)(t —7)?

En tirant parti de 'expression de z; pour éliminer le parametre 7 de celle de x5 on
obtient enfin ’équation cartésienne de la ligne d’émission, représentée sur la figure [1.13]
de lorigine du plan (Oxq,Oxs) a l'instant ¢

3
Ty = s (Stxf - %) z1 € [0, o]

3
A L2
4 3l o ______
Saﬁt /j?’l——T:\
// | N
g | N
// | N
7 | \\
24,443 — ' ‘
S R D T = 0 | \
| | \
I I \
| | \\
| |
| | '
\ - "L'l
O'r=t ot 2at 3at

F1c. 1.13 — Ligne d’émission de l'origine du plan (Ozy, Oz5) a l'instant ¢

P1.3 Roulement sans glissement d’un disque indéformable

1. Soit P une particule quelconque mais fixée du disque, de coordonnés polaires initiales r

et . On a alors, a 'instant ¢,

(P, t) = Rwt+1rcos(d — wt)
zo(Pt) = R+ rsin(f — wt)

v1(P,t) = Rw+rwsin(f — wt) (P t) = —w?rcos(f — wt)
vo(Pyt) = —rwcos(f — wt) Y(Pt) = —w?rsin(f — wt)

2. On trouve

{vl = Wiy {71 = —w?(z; — Rwt)

vy = —w(r] — Rwt) Yo = —w?(xg — R)

3. — En tout point du disque de coordonnées initiales r et # et a tout instant t le vecteur
accélération 7 est dirigé vers le centre C; de ce disque et a pour module w?r.
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— Le point O; du disque en contact avec ’axe Ox; a 'instant ¢, de coordonnées x; = Rwt
et x5 = 0, a une vitesse nulle (centre de rotation instantanée).
— Le centre C; du disque, de coordonnées x1 = Rwt et 9 = R a I'instant ¢, a une vitesse

= - . - :
v = Rwe; et une accélération nulle (mouvement rectiligne uniforme).

. La figure représente les trajectoires des particules de coordonnées initiales

(r,0) € {0, %, % 38 R} x {1}. Les lignes de courant & l'instant ¢ sor;t quant a elles les
arcs de cercle d’équations cartésiennes (21 — Rwt)® + 23 = o, x5 > 5=, avec « € [0, 2R].

Elles sont illustrées par la figure [1.15

AT2

Fi1G. 1.14 — Roulement d’un disque indéformable : trajectoires

AT (t)
A(?Q)
> > T
o . 0, !

F1G. 1.15 — Roulement d'un disque indéformable : lignes de courant

P1.4 Un modeéle de houle : la houle trochoidale

1. Il suffit, pour conclure, de remarquer que J =

Dlrzats) 1 (incompressibilité) et que

D(X1,X2,X3)
J = JiJy avec Jy = prietiz4es indépendant de t.
. On trouve, en tirant parti du fait que J; est indépendant du temps, p(a;) = —ppa; et

plas) = poexp(—wpaz), ol ¢o et py sont deux constantes strictement positives. Les tra-
jectoires des particules fluides sont les cercles des plans x3 = a3z = cste ayant pour centres
les points de coordonnées (aq, az) et pour rayons pyexp(—pas). Ces derniers décroissent

en tendent vers 0 lorsque ay augmente.
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3. Il suffit de faire ¢t = 0 dans le modele de houle déterminé & la question [2

4. Le profil de la houle a l'instant t est identique a la trajectoire du point d’un disque
de rayon R = é roulant sans glisser sur la droite d’équation x5 = —é avec une vitesse
angulaire constante (voir le probleme [P1.3). Ce point est situé a une distance r = py du

centre du disque. Le profil de la houle ne pouvant présenter de points doubles ou de points

de rebroussement, on a nécessairement pg < é. On trouve par ailleurs A\ = i—lg et vy = .

5. Pour que le mouvement soit permanent relativement a un repere en translation horizontale
uniforme de vitesse vy, il suffit que 'on ait w(t + At) — po(a; + voAt) = wt — poay, c’est-

w

a-dire vg = v, = -






Chapitre 2

Déformations

2.1 Considérations intuitives

g tab21.html BB exp21i.html Effectuons, sur un échantillon cubique constitué d’un
matériau déformable homogene et isotrope (i.e. dont les propriétés physiques sont identiques
en tout point et dans toutes les directions), un essai de compression simple tel que celui décrit

par la figure

(a) Configuration initiale (b) Configuration déformée

F1G. 2.1 — Compression simple homogene d’un échantillon cubique

Les conditions de I'expérience étant supposées idéales (embases de la presse non déformables,
absence totale de frottement entre ces dernieres et ’échantillon, répartition surfacique uniforme
de la force F' en téte de celui-ci), la transformation du milieu déformable est alors linéaire (voir
la fin de la remarque [5| de la section , chapitre [1| page et appelle les observations

suivantes (figure ;
73
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— Les médianes des faces latérales de 1’échantillon ont subi des variations de longueur : les
médianes verticales ont vu leur longueur diminuer tandis que les médianes ho-rizontales
se sont allongées. Les diagonales de ces mémes faces ont quant a elles raccourci.

— L’angle droit initial que font entre elles les médianes des faces latérales de 1’échantillon
s’est conservé au cours de la transformation, tandis que celui que font entre elles les
diagonales de ces mémes faces a varié.

— L’aire des faces latérales de I’échantillon a diminué, et il en est de méme de son volume.

Ces quelques remarques, issues de l'observation d’une expérimentation particuliere sur un
échantillon d’'un matériau déformable donné (s’agissant d’un autre matériau les conclusions
pourraient étre différentes), nous permettent toutefois de mieux cerner 'idée intuitive que 1'on
a des “déformations” d’un milieu continu, en mettant en évidence les différents phénomenes
physiques a l'origine de cette notion : variations de la longueur initiale d’une courbe matérielle,
de I'angle initial entre deux directions matérielles, mais aussi variations de 1’aire initiale ou du
volume initial d’une surface matérielle ou d’un volume matériel. Ce sont les différents aspects
de cette notion que nous nous proposons de quantifier dans la section [2.2]

2.2 Tenseurs des déformations

ﬁh tab22.html Soit M un milieu continu dont les configurations successives sont ob-
servées relativement au méme repére orthonormé direct R = (O, ey, e, e3), supposé fixe dans
le référentiel R 1ié a I'observateur O. Comme dans le chapitre [I, nous conviendrons, dans tout
ce qui suit, de désigner par F la transformation du milieu déformable M, par F; sa trans-
formation relative a l'instant courant ¢, et par P une particule quelconque mais fixée de M,
repérée par le vecteur )? = OTDO = Xye, dans la configuration de référence )y et par le vec-
teur = = O?’t = z,e; dans la configuration actuelle €; a l'instant ¢ (figure . Omettant le
plus souvent les variables d’espace et de temps dans un souci de simplicité, nous désignerons
également par F la transformation linéaire tangente F(;{',t) = gradyF; au point F, de coor-
données (X1, X5, X3) et a l'instant ¢, et par J son déterminant J( X ,1), jacobien de la transfor-

mation JF; en ce point.

Comme nous 'allons voir, la quantification des différents aspects que recouvre la notion de
déformation, liés aux variations relatives de mesure (de longueur, d’aire, de volume)
de domaines matériels (vecteurs, surfaces, volumes), se fonde sur I’étude de la transformation
de domaines matériels élémentaires (définition {4| de la section chapitre [1| page
et non sur celle de domaines matériels finis. Cette approche locale, cohérente avec la notion
de particule (définition |1] de la section [1.1.1], chapitre 1| page , privilégie la transformation
linéaire tangente F, dont nous verrons qu’elle permet a elle seule de quantifier les différents
aspects évoqués ci-dessus. Nous verrons par ailleurs, dans le chapitre [4, que cette approche
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suffit en général a l'expression des relations existant entre les déformations du mileu continu
M et les efforts intérieurs, ou contraintes (chapitre [3), qui en résultent. Enfin, notons qu’il est
toujours possible d’accéder a la variation de mesure d’'un domaine matériel fini par intégration
des valeurs locales de celle-ci sur ce domaine.

2.2.1 Tenseurs de Cauchy a droite et de Green-Lagrange

ﬁ tab23.html Soient deux vecteurs matériels élémentaires représentés, au point PO de
la Conﬁguratlon de référence €1y extrémité du vecteur X par les vecteurs élémentaires d.X X! et
dX=. X2 Il leur correspond alors, au point P; de la conﬁguratlon actuelle Qt extremlte du vecteur

z = ]:t(;() les deux vecteurs élémentaires dr et dz? définis par dL =F. dX“, a € {1,2}

(figure [2.2).

(to) F (t)

F1G. 2.2 — Variation du produit scalaire de deux vecteurs matériels élémentaires

Cherchant a quantifier les variations de longueur de ces vecteurs élémentaires ainsi que les
variations d’angle entre leurs directions, nous nous intéresserons tout naturellement a celles
de leur produit scalaire. Nous choisirons pour cela d’adopter, dans toute cette section, un
point de vue lagrangien, renvoyant a la section les considérations issues d’une description

eulérienne.

2.2.1.1 Tenseur de Cauchy a droite

{ih tab24.html Evaluons donc tout d’abord, en fonction de d X! et dX?, le produit scalaire

da'.dz?. Nous avons, en effectuant les développements relativement au repere orthonormé fixe
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- = =

R (O €17€27€3)

det.de? = dalde?
= FjdX!F,dXx? (2.1)
= Fz’KFz'L Xml(ng

Introduisons alors le tenseur du second ordre C( X ,t) défini par

ou plus simplement par
(23)

. \ - - — 7/’ .
de composantes relativement au repere R = (O, ey, ey, €3) définies par

Cur = FixcFy, V(K,L) € {1,2,3}° (2.4)

—_— —

L’expression (2.1)) du produit scalaire dz'.dz? devient

do'.da? = Ckx,dXLdX? (2.5)

et I'on a donc la relation intrinseque

drl.de? = dX'.C.dX2 (2.6)

Le tenseur C est appelé tenseur de Cauchy a droite, et I’énoncé de ses propriétés constitue
le
Théoréme 5 @B theo5p. himl| Le tenseur de Cauchy d droite C = ‘F.F est un tenseur du
second ordre lagrangien et symétrique défini positif (SDP).

Preuve #B demth5p.html La forme bilinéaire (dX',dX?)— dX'.C.dX? opérant sur la
configuration de référence €1y, C est bien un tenseur du second ordre lagrangien. On remarquera
d’ailleurs les deux indices majuscules dans lexpression ([2.4) de ses composantes relativement

au repere R = (O, e 1, 62, e: ) Ce tenseur est en outre symetrlque par construction, comme le

montre . Identifions alors dX X! et dX X2 On a donc dx = dq’ et la relation intrinseque (2.6} .

—

donne, apres avoir posé dX =dX X! =dX X2 et dL = dJ = da?,
AX.C.AX = de.de = ||dz|? >0 (2.7)

ce qui établit la p051t1V1te de C. De - et de I'inversibilité de F (théoreme (1| page [34)),

il découle enfin que dX C. dX =0= dL =0 = dX = 0. Conséquemment, C est bien défini
positif. O
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Corollaire 1 L’inverse C™1 = F~1.'F~! de C est également un tenseur du second ordre la-

grangien et symétrique défini positif. Ses composantes relativement au repére R = (O, ey, €9, €3)
sont données par

Crt = Fl F7' V(K1) €{1,2,3} (2.8)

Remarque On a, de fagon plus générale, le

Lemme 1 §B lemip. html Soit n € IN* et T un tenseur du second ordre sur lespace eu-
clidien E =1R" orthonormé, et soit P le tenseur de méme ordre défini par P = *T.T. Alors
P est symétrique et positif. Si T est inversible (i.e. s’il existe un tenseur T’ d’ordre deux
tel que T.T"=T'"T =9, ou § désigne le tenseur unité du second ordre de composantes 0;;,
(i,7) € {1,...,n}?), P est de plus défini positif.

Preuve # demlemip.html Le tenseur P est symétrique par construction. On a par ailleurs

—

rPr = o' T.x = (T.2).(T.2) = |T.x|* >

e}

(2.9)

ce qui établit sa positivité. Si T est de plus inversible, T Pr=0=Tr= 6 == 6 et P
est bien défini positif. O

2.2.1.2 Tenseur de Green-Lagrange

gB tab25.html  Intéressons-nous & présent A la variation de produit scalaire
dal.da® —dX'.dX? Si § désigne le tenseur unité du second ordre sur IR® orthonormé, de

—
O ¢

composantes 0y, (K,L) € {1,2, 3}2, on a, relativement au repere R = (O, ey, €2, ¢3) et compte
tenu de ([2.5)),
deldz? — dX1.dX? = Oy, dXLdX? — dXLdX2

(2.10)
= (Ckgp — ) dXLdX?
Soit alors L le tenseur du second ordre défini par
L=1(C-9) (2.11)

— = —

et ayant pour composantes relativement au repere R = (O, e1, €9, €3)

Lyp = %(CKL - 5KL) V(K>L) € {17273}2 (2'12)
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L’égalité (2.10]) s’écrit

—_— —

del.dz? — dX'dX? = 2L, dXL1dX? (2.13)

et I’on obtient ainsi la relation intrinseque

dzl.de? — dX1.dX? = dX'.2L.dX2 (2.14)

B tab26.html Le tenseur L est le tenseur de déformation de Green-Lagrange.
Comme C, il est symétrique et lagrangien (on remarquera les deux indices majuscules dans

- = =

I'expression (2.12)) de ses composantes relativement au repere R = (O, ey, e, €3)).

2.2.1.3 Décomposition en fonction du champ des déplacements

ﬁa tab27.html Pour conclure cette section, considérons le champ u(.,t) des déplacements
du milieu continu M & l'instant ¢, et plus précisément son gradient HY(X,t) = gradyu(X,1)

au point Py extrémité du vecteur X et a cet instant, de composantes relativement au repere
— = —

orthonormé fixe R = (O, ey, €5, e3) données par

ou;
HL = ¢
1K aXK

V(i, K) € {1,2,3}? (2.15)

De E()?’,t) = X +u(X,t) ainsi que de 'expression (|1.13) des composantes de F()?',t), on
tire

ox;
0X .
(X + w;)
0Xx (2.16)
0X; ou;
X, | ox,

= Oix + H’LLK V(Z,K) € {17273}2

c’est-a-dire la relation intrinseque
F =4+ H" (2.17)

Considérant a présent les expressions (2.4)) et (2.12)) des composantes de C et L relativement
au repere R = (O, e, e, e3), nous obtenons alors
CKL = FixFi
= (0ix + Hj5) (0 + Hiz) (2.18)
= Opp + HY + HY + HYHY V(KL € {1,2,3)

FiK:

ainsi que
Ly, = S(HE, + HY + HY HE) V(L) € {1,2,3)° (2.19)
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Autrement dit, on a

e TR T9X, 00X, 00X, 0X,

1 Oy n ouy, n ou; Ou;
2\0X, 00X, 0X,0X,

V(k,L) € {1,2,3}° (2.20)
LKL =

c’est-a-dire les relations intrinseques

2.21
L = %(HL—F tHL—l— tHL.HL) ( )

{ C = §+HL+ 'HL 4 tHL HL

2.2.2 Tenseurs de Cauchy a gauche et d’Almansi-Euler

iﬂ pap222.html Adoptant a présent un point de vue eulérien, nous cherchons ici en-

core, comme dans la section précédente [2.2.1] a quantifier la variation de produit scalaire
dzl.dz? — dX1.dX? (figure page .

2.2.2.1 Tenseur de Cauchy a gauche

gB pap2221.html Intéressons-mous tout d’abord & Dlexpression du produit scalaire

—

dX'.dX? en fonction de dz! et dz?. De dX® =F~Ldz® «a € {1,2}, on tire, en effectuant

les développements relativement au repere orthonormé fixe R = (O, ey, €3, €3),
dXhdX? = dXldx2
Flda! F;jldx? (2.22)
11
Fi Foj dajdas

Soit alors B le tenseur du second ordre défini par

(2.23)

. N —_ = — ,
de composantes relativement au repere R = (O, ey, 5, €3) données par

By = FuFjx Y(3,5) € {1,2,3}° (2.24)

Comme produit contracté de tenseurs inversibles, B est lui-méme inversible, son inverse

B! = 'F~L.F~! ayant pour composantes relativement & ce méme repere

B! = F'F} V(i j) € {1,2,3} (2.25)

(2
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Reconsidérant I'expression (2.22)) du produit scalaire dX'.dX? nous avons

vl ax?2 — g-l
dX'.dX?* = Bj'dz;dz? (2.26)

et I’on obtient ainsi la relation intrinseque

dX'.dX? = dz'.B~'.ds? (2.27)

Le tenseur B est le tenseur de Cauchy a gauche, et ses propriétés sont données par le

Théoréme 6 Le tenseur de Cauchy o gauche B = F.'F est un tenseur du second ordre

eulérien et symétrique défini positif.

Preuve La démonstration est semblable & celle du théoreme Bl La forme bilinéaire
(dz', dz?) — dz'.B~1.dz? opérant sur la configuration actuelle €; & Pinstant ¢, B~! est bien un

tenseur du second ordre eulérien et il en est alors de méme pour B (on remarquera d’ailleurs les
deux indices minuscules dans les expressions ([2.24]) et (2.25) des composantes de ces tenseurs

—

relativement au repere R = (O, e1, s, (75)) Il suffit ensuite, apres avoir posé T = *F, d’appli-
quer le lemme [1] O

Corollaire 2 L’inverse B~ = '‘F"LF~! de B est lui-méme un tenseur du second ordre
eulérien et symétrique défini positif.

2.2.2.2 Tenseur d’Almansi-Euler

gB pap2222.html Reconsidérons a présent la variation de produit scalaire
dz'.dz? — dX'.dX2 11 vient, relativement au repere R = (O, ¢4, €3, €3) et compte tenu de (2.2,

—_ —

do'.dz? —dX'.dX? = dz}dz? - Bz‘;l dx}dx?

IR (2.28)
Introduisons alors le tenseur du second ordre E défini par
E=1(6-B™) (2.29)

— = —

et ayant pour composantes relativement au repere R = (O, e1, €2, €3)

E; = §(6; — B;") V(i,5) €{1,2,3}? (2.30)
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L’égalité (2.28) devient

dz'.dz? — dX'.dX? = 2E;dz;dz] (2.31)

et nous obtenons donc la relation intrinseque

_ —

dz!'.d2? — dX'.dX? = dz!'.2E.dz? (2.32)

Le tenseur E est le tenseur de déformation d’Almansi-Euler. Il est, comme B!,
symétrique et eulérien (on peut remarquer les deux indices minuscules dans I’expression ([2.30))

— = —

de ses composantes relativement au repere R = (O, eq, o, ¢3)).

2.2.2.3 Décomposition en fonction du champ des déplacements

BB pap2223.html  De Pexpression (2.24) des composantes de B relativement au repére
orthonormé fixe R = (O, e1, 5, ¢3) jointe & celle ([2.17) de F en fonction du gradient H" du
champ des déplacements u par rapport aux variables de Lagrange (X1, X5, X3), on tire

Bij = FiKFjK
= (O + Hiz) O + Hyo) (2.33)

= 0y +H:+ H:+ HE HY Y(i,j) € {1,2,3)

Autrement dit, on a

8ui 8uj 8uz an

B = 6;; (3, j 1,2,3)2 2.34
J J+8X]+8XZ+6XK8XK (Zj)e{ } ( )
c’est-a-dire la relation intrinseque

B =6+ H" + *H' + H- *H!| (2.35)

Il n’est par contre plus possible d’exprimer simplement les tenseurs B~! ou E en fonction
de H" puisque ces derniers sont batis sur F~! et non sur F. Il en est d’ailleurs de méme pour
I'inverse C~! du tenseur de Cauchy a droite C. Considérant en effet lexpressmn - des

composantes de F~! relativement au repere R = (O, e1, e, e_é) on a, puisque = = X + u

_ 0X
FKil = axK
Oy — uy)
— I\7K K 2.36
o (2.36)
O0xx  Oug

— _ y 2
= o om V(K,i) € {1,2,3}
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et I'on est donc amené & introduire le gradient HE(x,t) = grad u(F; }(z),t) de u au point
P, extrémité du vecteur = et & l'instant ¢ (figure page , ¢’est-a-dire le gradient du champ
des déplacements u par rapport aux variables d'Euler (z1, 2, 23), de composantes relativement

— = —

au repere R = (O, eq, €9, €3) définies par

0
HE = =% V(K,i) € {1,2,3)" (2.37)
On a alors
c’est-a-dire la relation intrinseque
F!l—5—H" (2.39)

Tirant & présent parti des expressions (2.25) et (2.30) des composantes de B! et E relati-

vement a ce méme repere, nous obtenons

Bl = Fg'Fg
= (5m - HI]?@')(éKj - ng) (2-40)
= 0y, — HE— HE+HEHE, Y(i,j) € {1,2,3}7

ainsi que
Ey = 5(Hf + Hj; — HEHE,) V(. j) € {1,2,3}° (2.41)
En résumé, on a
- o B
' i i j . 9
g — L(0u j+ Qu;  Quy uy v(i,j) € {1,2,3} (2.42)
Yo 2\0z; Or;  Ox; O

c’est-a-dire les relations intrinseques

B! =
E =

Considérant enfin 'expression (2.8]) des composantes de I'inverse C~! du tenseur de Cauchy

~HP - 'HF + 'H".H"

i Sy

b : . N —_ = —
a droite C relativement au repere R = (O, 1, €5, €3), nous avons

Cet = FF
- (51(1 - ng)((sm - HE) (2.44)
= 0w — HE, — HE + HEHY, V(K,L) €{1,2,3}?
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ou encore
ou ou Ouy Ou
Ogl = 0gp — — — — XL vY(k,L) € {1,2,3} 2.45
KL ORE S Oy 895K+8xi&vi (#,2) €{1,2,3} (245)
c’est-a~dire la relation intrinseque
C~!—§ — HE — ‘HE + HE.*HP| (2.46)

Remarque Le lecteur aura observé comment le caractere lagrangien ou eulérien des différents
tenseurs introduits dans ce chapitre est notamment illustré par le profond changement de na-
ture de certains indices apparaissant dans ’expression de leurs composantes en fonction du
champ des déplacements u : apparition d’indices minuscules associés aux variables de La-
grange (Xi, X, X3) dans Pexpression des composantes de B relativement au repere
R = (0, e1,e2,e3), apparition d’indices majuscules associés aux variables d’Euler (z1, 23, 23)
dans 'expression de celles de C1.

2.2.3 Décomposition polaire de la transformation linéaire tangente

ﬁa theo7t.html On se propose ici d’établir le

Théoréeme 7 (Décomposition polaire de la transformation linéaire tangente) )]

theo7p. html| Soit P une particule du milieu continu M, repérée par le vecteur ;( dans
la configuration de référence Qy, et soit t l'instant actuel, quelconques mais fizés. Alors la
transformation linéaire tangente F()?,t) au point Py et a linstant t admet une unique double
décomposition de la forme F = R.U = V.R, ou R est un tenseur du second ordre orthogonal
de déterminant égal a +1, ou tenseur de rotation, et U (resp’ V) un tenseur lagrangien (resp’
eulérien) de méme ordre et symétrique défini positif, appelé tenseur de déformation pure avant

rotation (resp' aprés rotation), ou tenseur de déformation pure d droite (resp’ a gauche).

Preuve

1. Existence et unicité d’une décomposition de la forme F = R.U, avec R orthogonal de
déterminant égal a +1, et U lagrangien et SDP (symétrique défini positif) ﬁﬁ demth7pl.
html

ﬁn demth7p2.html  Démontrons tout d’abord I'unicité. Soient F = R;.U; et
F = R,.U, deux décompositions de F, avec U; et Uy, SDP, et R; et Ry orthogonaux
de déterminants égaux a +1. De C = *F.F, de l'orthogonalité de R; et de Ry ainsi que
de la symétrie de U et de U,, on tire C = U? = UZ2. Les tenseurs U, et U, étant définis
positifs, on a alors U; = Uy = U, et donc R; = Ry, = F.UL.
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B demth7p3. html Etablissons & présent I'existence. Soit RS = (Py, I1, I, I3) un repere
orthonormé direct associé aux directions principales de C (un tel repeére existe toujours
puisque C est symétrique), et soit Q la matrice de passage (orthogonale et de déterminant
égal & +1) de R® au repere orthonormé fixe R = (O, ey, €3, e3). Soient par ailleurs Cy, C.
et (5 les valeurs propres de C respectivement associées aux directions propres 71 Iz et 73,
et soit Cy (resp' Cgre) la matrice représentative de ce tenseur relativement au repere R

(resp® R°). On a alors

Cr="'Q.Cc.Q (2.47)
avec
C; 0 0
Cc=1| 0 C, 0 (2.48)
0 0 O

Le tenseur de Cauchy a droite C étant défini positif (c’est le théoreme 5| page [76]), ses
valeurs propres C, C5 et C3 sont strictement positives. Soit alors U le tenseur du second

ordre de matrice représentative U e relativement au repere R définie par

Uy 0 0
Uec=|0 U 0 (2.49)
0 0 Us

avec

U = VG
U, = V& (2.50)
Uy = VG

La matrice représentative U, de ce méme tenseur relativement au repere R est donc
U, = 'Q.U,c.Q et U est bien SDP. On a évidemment, par construction, U? = C et U
est donc, comme C, lagrangien. Considérant alors le tenseur du second ordre R = F.U™!,
on a F = R.U et il vient

‘RR = ‘U L'FF.U!
u-lLcu!
u-tLuzu!

)

(2.51)

ce qui établit lorthogonalité de R. Enfin, de J=detF =detRdetU et de
det U = vdet C = vdet 'F.F = v/ J2, on tire, puisque J > 0 (c’est le théorémepage,
det R = +1.

. Existence et unicité d’une décomposition de la forme F = V.R/, avec R’ orthogonal de

déterminant égal & +1, et V eulérien et SDP ) demth7p4.html
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g demth7p5.html B demth7p6.html La démonstration, semblable & celle de la
décomposition F = R.U et s’appuyant cette fois sur les propriétés du tenseur (eulérien)
de Cauchy & gauche B = F.'F, est laissée a titre d’exercice : il suffit de reprendre ce qui
précede en substituant '‘F A F, Ba C, V a Uet 'R’ 4 R.

3. Identité de R et R’ j ldemth7p7.html

De F =R.U = (R.U.'R).R et de 'unicité de la décomposition F = V.R/ avec R’
orthogonal de déterminant égal a +1 et V SDP, on tire R’ = R ainsi que

'V=R.U.'"R<= U= ‘R.V.R] (2.52)

Corollaire 3 §§ coro3t. html| Les tenseurs U et V (respt C 6t B,C!'etB!, LetE)
ont les mémes valeurs propres. Les directions principales iy, LQ et 13 de V, B, B! ¢t E sont

les transformées par la rotation R des directions principales ]1, Iz et ]3 de U, C, C7! et L.

Soit en effet a € {1,2,3} quelconque mais fixé. De V.R = R.U, on tire

V.(R.I,) = (V.R).I,
— (RU).I
— R.(U.L) (2.53)
= R.(Ual)
= Ua(R.]Z) (sans sommation sur «)

Les tenseurs U et V ont donc les mémes valeurs propres, les directions principales i1, 75 et

13 de 'V étant liées a celles I; I, et I3 de U par les relations

in=R.I, Vae{l1,2,3) (2.54)

—_ —

Les directions I; I et [ 3 sont les directions principales de deformatlon au point F, de

la configuration de référence €2y et a I'instant ¢, tandis que i, 75 et Lg sont appelées directions
principales de déformation au point P, de la configuration déformée €); a cet instant.

La figure illustre, dans le cas de problemes plans, les considérations développées dans
cette section.
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N AN

FiG. 2.3 — Décomposition polaire de la transformation linéaire tangente

Remarque Explicitons les composantes de la transformation linéaire tangente F relative-
ment au repere orthonormé fixe R = (O,a, es, ET;), tout en tirant parti de sa décomposition
polaire F = R.U = V.R ainsi que du caractere lagrangien (resp' eulérien) du tenseur de

déformation pure avant rotation U (resp® apres rotation V). Il vient

Fi = Ry Uk = ViR Y(i,K) € {1,2,3}? (2.55)

et la différence de nature entre les deux indices attachés a chacune des composantes du tenseur
de rotation R (un indice majuscule et un indice minuscule) illustre le caractere mixte de cette

grandeur.

2.2.4 Variations de longueur d’un vecteur matériel élémentaire

B tab28.html BB pap224a.html On cherche ici & quantifier les variations relatives de
longueur de vecteurs matériels élémentaires. Reconsidérons pour cela la figure page [79] et

_  — —

identifions les vecteurs élémentaires d. X' et d.X?. Nous avons donc dz! = dz? et conviendrons,

dans toute cette section, de poser dX = dX! = dX? ainsi que do = da' = da?. Soient alors N

—

—
et n les vecteurs unitaires ayant respectivement mémes directions que d.X et dz. Autrement

dit, on a
- dX — ].'7
N=—F n = 2, (2.56)
[dX]] |||

On définit la dilatation ¢, dans la direction ;7 au point F, de la configuration de

référence )y et a linstant ¢ comme la différence relative entre les longueurs des vecteurs
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—

élémentaires dz et dX, ramenée a la longueur initiale ||dX|| (point de vue lagrangien). On
a donc

dz| — [|dX

14X

—

Ramenée a la longueur ||dz| dans la configuration actuelle §2; a Uinstant ¢ (point de vue
eulérien), cette variation relative de longueur est notée e,, et appelée dilatation dans la
direction 7 au point P, de la configuration déformée €2; a cet instant.

. llar] - x| (258
lde]
On a donc
lde ]| = (1 + exx) |dX| (2.59)
ainsi que
14X = (1 — )] (2.60)

et ces deux dilatations satisfont alors la relation

(1+eyn)(l —epn) =1 (2.61)

Comme le lecteur l'aura certainement observé, les définitions et notations précédentes

suggerent que €yy (resp' €,,) ne dépend que de la direction N (resp® 7{) du vecteur élémentaire
dX (resp® dx), et non de sa norme. Les considérations qui suivent établissent cette propriété,

—

conséquence directe de la dépendance linéaire entre dx et d.X.

BB pap224b. html Con81derons en effet lexpressmn . ) du produit scalaire dx de I
vient, puisque dr1 = (1f1 — dz et dX X! = =dX X2 = dX

|dz|? = dX.C.dX (2.62)

c’est-a-dire, compte tenu de (2.56)) et (2.59)),
(14 exn)?|AX|? = [|dX|2N.C.N (2.63)

et 'on a donc

21

By = NC

(2.64)
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On peut également tirer parti de l'expression (2.14) de la variation de produit scalaire

dot.da? — dX'.dX? qui devient ici

de|? = [dX|? = dX.2L.dX (2.65)
c’est-a-dire
(1 +exy)? |[dX|* = [|[dX]* = [|dX]||* N.2L.N (2.66)
et finalement
Enn + 262, = NL.N (2.67)

ﬁn pap224c.html Considérant & présent expression (2.27) du produit scalaire dX'.dX?,
on a

X[ = dz.B~'.dz (2.68)
ce qui donne, en tenant compte de (2.56) et ([2.60)),

(1 —en)?||dz|? = ||dz|?n.B L (2.69)
et donc
enn = 1—Vn.B-ln (2.70)

Enfin, 'expression ([2.32)) de la variation de produit scalaire da'.dz? — dX'.dX? s’écrit ici

|dz||* = [|[dX]|? = dz.2E.dx (2.71)
et I'on obtient
”dJ||2 -(1- 5nn)2 HULLH2 = Hdl:J[;H2 n.2E.n (2.72)
c’est-a-dire
Enn — 32, = N.En (2.73)

Remarques

1. Les dilatations et plus généralement les déformations (composantes des tenseurs L et E)
sont par définition des grandeurs physiques sans unité. Elles restent par ailleurs petites
dans de nombreuses situations réelles (ouvrages en conditions normales de service), si bien
que l'on utilise fréquemment le sous-multiple 107%, appelé microdéformation (symbole
pdef) et correspondant a l’allongement de 1 um d’un segment matériel de longueur initiale
égale a 1m.
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2. La signification physique des grandeurs locales que sont les dilatations ey, et €., est la
suivante. Lorsque eyy > 0 (i.e. €,, > 0), il y a, entre les instants ¢, et ¢, augmentation de
la longueur du vecteur matériel élémentaire d.X. Si eyy < 0 (i.e. £,, < 0), cette longueur

diminue, tandis que eyy = 0 (i.e. &,, = 0) traduit sa conservation.

: z . N , — —  — .
3. Exprimées relativement au repere orthonormé fixe R = (O, ey, €9, €3), les relations (2.64)),

©.67), 2.70) et (2.73) deviennent

Eny = VCxNeNp—1

1.2
5NN‘|’§5NN = Lg NgN;

. (2.74)
Enn = 1— ,/Bijlnmj
Enn — %53”1 = E,-jnmj

Choisissant alors comme directions particulieres celles associées aux vecteurs de base
—  —

(e1,e9,e3) de ce repere, nous obtenons les résultats regroupés dans le tableau

— —

TAB. 2.1 — Dilatations dans les directions du repere orthonormé fixe R = (O, €1, e, e3)

configuration de référence 2y configuration actuelle €2,
N | ewn Evn + 38%5 || Enn Enn — 3E2,
e | VO —1 L er | 1— VB! Ei

e | V/Co — 1 Lo es | 1— /By FEa

es | /O3 — 1 L33 es | 1— /By Es3

On voit donc que les termes diagonaux de
dans ces trois directions au point F, de la

C et L sont associés aux dilatations eyy
configuration de référence )y et a l'instant ¢

(figure page , tandis que les termes diagonaux de B~! et E sont liés aux dilatations
€nn dans ces mémes directions au point P; de la configuration déformée €2, a cet instant.

4. On a, puisque do = F.dX et compte tenu de (2.56) et (2.62]),

N
n =

:

e

N
C.N

(2.75)
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De méme, on obtient, avec (2.56)) et (2.68)),

-
F1ln

N=—=— (2.76)
vn.B-ln
5. De la définition (2.57) de eyy et de dz = F.dX, on tire, compte tenu de (2.56)),
eny = ||F.N|| =1 (2.77)
De méme, il vient, en considérant cette fois la définition (2.58)) de &,
enn =1 — |[F~L.00]| (2.78)
Tirant parti de la décomposition polaire de F (théoréme (7| page , on a alors
eny = ||lU.N| =1 (2.79)
ainsi que
enmn =1— V10| (2.80)

2.2.5 Variations d’angle entre les directions de deux vecteurs
matériels élémentaires
BB tab29.html B pap225a.html On s'intéresse & présent aux variations de l'angle

que font entre elles les directions des deux vecteurs matériels élémentaires représentés sur la
ﬁgurepage . Soient tout d’abord N, 7', 7 et ¢ les vecteurs unitaires ayant respectivement

mémes directions que d X', dX?, dz! et dz?. En d’autres termes, on a

L oaxt Laxe Ly L d?
N =2 T="2 n = — PR (2.81)
[dXH] [dX2] [dt]] |||

Soit par ailleurs 6y, (resp® 6,,;) 'angle que font entre elles les directions des vecteurs unitaires
N et T (resp' 1 et t).

B pap225b. html L’expression (2.14) de la variation de produit scalaire dz!'.dz? — dX'.dX2
devient alors, avec ces notations,
|dzt||[|dz?]| cos(Bne) — [[AXH|[|dX?] cos(Onr) = ||dXH]||dX?||N.2L.T (2.82)
ce qui donne, compte tenu de ([2.59) et (2.64)),

=
[\}
=
=)

\/N.C.]T]\/f.C.fcos(Gm) — cos(Oyr) = (2.83)
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§B pap225c.html  Partant de l'expression (2.32) de la variation de produit scalaire

dat.dz? — dX'.dX?, on a aussi

|dzt||[|dz?]] cos(Bne) — [[AX|[|dX7?] cos(Oyr) = ||d:r;1H||dr1:2||ﬁ.2E.? (2.84)
c’est-a-dire, avec (2.60)) et (2.70)),
cos(Ont) — \/ﬁ.B*l.ﬁ\/?.B*l.?cos(GNT) = n2E.¢ (2.85)

B pap225d.html Intéressons-nous alors au cas particulier de vecteurs matériels élémentaires
orthogonaux dans la configuration de référence Qg (0 = % : point de vue lagrangien). On ap-
pelle distorsion entre les directions orthogonales )V et 7" au point F, de la configuration
initiale )y et a l'instant ¢, et 'on note vy, 'opposé de la variation, entre 'instant de référence
to et I'instant actuel ¢, de I'angle que font entre elles ces directions matérielles. On a donc

YN = % — Ot (286)

et I'on introduit également la demi-distorsion ¢, définie par

N =

(5 — ) (2.87)

1
Ent = 3VNT =

La relation (2.83) donne alors, puisque 0y, = 4,

N .2L.T
sin(yyr) = sin(2eyy) = N2 T (2.88)

JN.cy/T.Cr

B pap225e . html Considérant & présent le cas particulier de vecteurs matériels élémentaires
orthogonaux dans la configuration actuelle €2, a l'instant ¢ (6,; = % : point de vue eulérien),
on définit la distorsion ~,; entre les directions orthogonales n et 7 au point P, de
la configuration déformée €2, a cet instant comme 'opposé de la variation, entre 'instant de
référence ty et l'instant actuel ¢, de 'angle que font entre elles ces directions matérielles. En

d’autres termes, on a

Tnt = Onr — % ‘ (289)

et la demi-distorsion ¢,; a pour expression

Ent = %’Ynt = % (GNT - %) (290)



pap225c.html
pap225d.html
pap225e.html

92

P. Rovis, 6 septembre 2019. DEFORMATIONS Chapitre 2

La relation (2.85]) fournit alors, puisque 6,,; = %,

—

noE.t

sin(y,e) = sin(2e,) =
Vn.B-ln\/ ¢ B-l¢

(2.91)

Remarques ﬁl tab210.html

1. Les distorsions vy et 7,¢ ont la signification physique locale suivante. Lorsque vy, > 0

(resp® v, > 0), il v a, entre les instants ¢y et ¢, diminution de l'angle que font entre

elles les directions des vecteurs matériels élémentaires dX' et dX?. Si yy, <0 (resp®
Yt < 0), cet angle augmente, alors que vy, = 0 (resp® 7,; = 0) traduit sa conservation.
Enfin, rappelons que pour vy, cet angle est droit dans la configuration de référence )y a
I'instant ¢, tandis qu’il 'est dans la configuration déformée €2; a l'instant ¢ lorsque 1’on

évalue v,;.

. Les relations (2.88)) et (2.91)) s’écrivent, lorsqu’on les exprime relativement au repere

—  —

, —_—
orthonormé fixe R = (O, ey, €2, €3),

2LKL]\/YKTVL
\/CIJNINJ\/CMNTMTN

sin(y,e) = sin(2e,) =
z/ Bk_llnkn“/ B;Sltrts

Prenons alors comme directions particulieres deux a deux orthogonales celles fournies

par tous les couples de vecteurs de base de ce repere. On obtient les résultats regroupés

dans le tableau 2.21

Les termes non diagonaux de L apparaissent donc liés aux distorsions vy, entre les
directions deux & deux orthogonales du repere R = (O, e1, €5, 3) au point Py de la confi-
guration initiale )y et a 'instant t (figure page , les termes non diagonaux de E
étant quant a eux associés aux distorsions 7, entre ces mémes directions au point P, de

la configuration déformée €2; a cet instant.

. Considérons, au point Py de la configuration de référence €2 et a I'instant ¢, les directions

— T —
particulieres (/V,7") deux a deux orthogonales associées a tous les couples de vecteurs de

base du repéere principal R° = (P, 71, [Z, ]:) de C. La relation exprimée relative-
ment a ce repere, identique a celui de L, montre alors que ces directions ne subissent
pas de distorsion (yyr = 0), et nous retrouvons 1a un résultat établi dans la section [2.2.3]
(corollaire |3| page . les transformées des directions principales de déformation H I;

et I3 au point Fy de la configuration de référence €2 et a 'instant ¢ restent deux a deux
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— = —

TAB. 2.2 — Distorsions entre les directions du repere orthonormé fixe R = (O, ey, €9, €3)

configuration de référence €2 configuration actuelle €2,

(]Tf,f) sin(yyr) = sin(2eyr) (77,?) sin(yy,¢) = sin(2e,)

( ) 2 = ( ) 2 2
e1,e e, e
b \/C_ll\/c_m b Bl_ll B2_21

er, é: —_ e1, €: —_—
ol Ve | BB

€s, €: —_— €3, €: —_—
o VC22v/Cs3 o By \/ B!

orthogonales dans la configuration déformée €2; a cet instant. Ces transformées n’étant
autres que les directions principales de déformation Z L_; et Z au point P, de la confi-
guration actuelle €, (corollaire [3| page , on retrouve également le résultat précédent
lorsque 1’on considere les directions particulieres (ﬁ, 7) correspondant a tous les couples
de vecteurs de base du repere principal R® = (P, 7_; , 72 , E) de B, identique a celui de E.
Exprimant en effet la relation relativement a ce repere, on obtient bien, pour ces
directions deux a deux orthogonales, v, = 0.

2.2.6 Variations de volume matériel élémentaire

ﬁh tab211.html ﬂn pap226.html  Nous rappelons tout d’abord, sans en redonner la
démonstration, les résultats établis dans la section [1.2.4]

Reconsidérons, au point Fy de la configuration de référence {2y extrémité du vecteur X, le
volume matériel élémentaire dV représenté sur la figure [1.3) page [37 Ce volume matériel a alors
pour transformé, au point P; de la configuration actuelle €2; a 'instant ¢ extrémité du vecteur

T = .7-}(;(), le volume matériel dv représenté sur cette méme figure et 'on a

dv
—=J 2.93
dV ( )

ou J est le déterminant J( X ,t) de la transformation linéaire tangente F(;{', t) au point Py et a
I'instant ¢, jacobien de la transformation JF; en ce point.

On définit alors la dilatation volumique 6, au point F, de la configuration de référence

Q) et a 'instant ¢t comme la différence relative entre les volumes élémentaires dv et dV', ramenée
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au volume initial AV (point de vue lagangien). Autrement dit, on a

dv—aV

0
v dv

(2.94)

et il vient, compte tenu de ([2.93)),

2%

Lorsqu’on la rameéne au volume élémentaire dv dans la configuration actuelle €2; a 'instant
t, cette variation relative de volume est notée 6, et appelée dilatation volumique au point

P, de la configuration déformée €); a cet instant

_dv—dV

Wy
dv

(2.96)

et I'on a, avec ([2.93),

6, =1—J1 (2.97)

Remarque Les dilatations volumiques 6, et 6, s’interpretent de la fagcon suivante. Si 6,, > 0
(i.e. 8, > 0), il y a, entre les instants ¢y et ¢, augmentation du volume élémentaire dV'. Lorsque
0, <0 (i.e. 0, < 0), ce volume diminue, tandis que 6,, = 0 (i.e. 8, = 0) correspond a sa conser-
vation.

2.2.7 Variations d’aire d’une surface matérielle élémentaire

ﬁa pap227a.html| Rappelons tout d’abord, sans chercher a les redémontrer, les résultats
issus des considérations de la section [[.4.4.2]

Soit, au point Py de la configuration de référence €y extrémité du vecteur )?, la surface

matérielle élémentaire d.S représentée sur la figure page . A cette surface matérielle cor-

respond alors, au point P; de la configuration actuelle €2; a l'instant ¢ extrémité du vecteur

—

7 = Fi(X), la surface matérielle ds représentée sur cette méme figure et telle que

ds = J'F1.dS (2.98)

Il vient alors, en effectuant les développements relativement au repere orthonormé fixe

— —

R = (07 ;17 €2, 63)7

|| ds H2 = dSidSi
JF1dS, JF1dS, (2.99)
JAFENASdS,
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et 'on obtient, compte tenu de ({2.8]),

ds|2 = J2C1dS,dS, (2.100)

c’est-a-dire la relation intrinseque

|ds|2 = J2dS.C.dS (2.101)

dont on pourra remarquer ’analogie avec ([2.62]).

De (2.98) et de l'inversibilité de F, on tire par ailleurs

dS = J'F.ds (2.102)

et l'on a .
|dS]|? = dSkdSk
= J'Eds; J Fjds; (2.103)
J2F; Fjye dsids;

c’est-a-dire, compte tenu de ([2.24),

H(TS(’P = J_2Bijd8id5j (2104)

et I’on obtient ainsi la relation intrinseque

1dS|? = J-2ds.B.ds (2.105)

que 'on comparera a ([2.68)).

Sa'ﬁﬁ pap227b.html Soient é présent N et 7 les vecteurs unitaires ayant respectivement
meémes dlrectlons que d dS et ds Ces vecteurs sont encore appelés normales aux surfaces

élémentaires dS et ds et 'on a donc

N=—2 p—— (2.106)
1dS]| [ ds|

On définit alors la dilatation surfacique 6, dans le plan de normale N au point F, de
la configuration de référence Qo et a I'instant ¢ comme la dlfference relative entre les aires des

—

surfaces élémentaires ds et dS ramenée a ’aire initiale HdS | (point de vue lagrangien). On a
donc

[ds]| = [IdS]

0N = —
|d5]]

(2.107)
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et il vient, compte tenu de (2.101)) ainsi que des notations (|2.106|),

RSN .c - 8]

Oy — (2.108)
[dS]
¢’est-a-dire, puisque J > 0,
0y =JVN.C-LN -1 (2.109)

Ramenée a 'aire ||ds|| dans la configuration actuelle €, a l'instant ¢ (point de vue eulérien),
cette variation relative de surface est notée 6, et appelée dilatation surfacique dans le plan
de normale 1 au point P; de la configuration actuelle §2; a cet instant.

[ds |
On a alors, compte tenu de ([2.105)) et des notations ([2.106|),
o — Ilds|| — \/J*QHdSHQn.B.n (2.111)

—
[ds]|

c’est-a-dire

f,=1—J'VnBn (2.112)

Remarques
1. Les dilatations surfaciques 8y et 6, s'interpretent comme suit. Lorsque 6y > 0 (i.e. 6,, > 0),
il y a, entre les instants ¢y et ¢, augmentation de l'aire de la surface matérielle élémentaire
ds. Si 0y <0 (i.e. 6, <0), cette aire diminue, alors que #y =0 (i.e. 6, = 0) traduit sa
conservation.

2. On a, compte tenu des notations (2.106|) ainsi que de (2.98]) et (2.101]),

N
n—_ - N (2.113)

N.C-LN

De méme, on obtient, avec (2.102)) et (2.105]),

‘F.n
\/ﬁ

n.B.n
et le lecteur comparera, en prenant toutefois garde a ne pas les confondre, les relations

précédentes (2.113) et (2.114) aux expressions ([2.75) et (2.76)).

N= (2.114)
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3. Exprimant les relations (2.109) et (2.112) relativement au repere orthonormé fixe

—_ = —
R = (0, ey, e9,e3), nous obtenons

Oy = JVCxiNgN, —1
Gn = 1—J‘1\/Bijnmj

(2.115)

. . . CEN - — L
Prenons comme directions particulieres )V et n celles associées aux vecteurs de base de
ce repere. On obtient alors les résultats regroupés dans le tableau [2.3]

TaB. 2.3 — Dilatations surfaciques dans les plans normaux aux directions du repere orthonormé

— = —

fixe R = (0, ey, e9,¢3)

configuration de référence )y || configuration actuelle ),

N Oy n 0,

e JVC -1 e 1—J /By
es JVCst —1 es 1—J /By
e IV G5 —1 ¢  1—-J'Bsg

2.3 Dérivées matérielles des tenseurs de déformation

2.3.1 Tenseurs des taux de déformation et de rotation

B pap231a.html Reconsidérons ici le gradient des vitesses G = grad,v, de composantes

relativement au repere orthonormé fixe R = (O, ey, ¢5, €3) définies par

. (91}2-
a aﬂlj

Gy v(i,j) € {1,2,3}" (2.116)

Décomposant classiquement ce tenseur en parties symétrique D et antisymétrique W, nous
obtenons

G=D+W|] (2.117)
avec
D =3(G+ 'G) (2.118)
ainsi que
W =3(G - 'G) (2.119)



pap231a.html

98 P. Rovis, 6 septembre 2019. DEFORMATIONS

Chapitre 2

Le tenseur D est le tenseur des taux de déformation, tandis que W est appelé tenseur des taux

de rotation, ces dénominations trouvant leur justification dans les développements des sections

. . R —_ = —
suivantes. Les composantes des tenseurs D et W relativement au repere R = (O, ey, €9, €3) sont

données par

ov;  0v;
D=1 +2ZL) V(6,5 €{1,2,3)
L (axj 8%) (¢,7) € {1,2,3}

et

ov;  0v;
Wy =121 —= - =2 ,5) €{1,2,3)°
%] 2 (01}] @xz) \V/(Z,j) € { ) a3}

(2.120)

(2.121)

B pap231b.html Le tenseur des taux de rotation W étant antisymétrique, le nombre de

. ’ . N — - - /7 N
ses composantes indépendantes relativement au repere R = (O, e, €9, ¢3) est égal a 3, et 'on

peut donc lui associer, de facon biunivoque, le pseudo-vecteur ' de IR® appelé tourbillon des

vitesses et ayant pour composantes relativement a ce méme repere

w1 —W23
Woy = —W31
wz = —W12

En d’autres termes, on a, en tirant parti du tenseur d’orientation e,

w; = —%Ei]‘kVij Vi € {1,2,3}
VVZ" = —€jW V(Z,]) c {1,2,3}2

ou encore, en utilisant la notation tensorielle,

=—1le:W &= W=-—c¢

et I'on en déduit les relations intrinseques

1
= srot,v

ainsi que

W2 = wAz VzelR?

(2.122)

(2.123)

(2.124)

(2.125)

(2.126)

En effet, il vient, relativement au repere R = (O, e1, ¢5, e3) et compte tenu de (2.123) et (2.121))
ainsi que des notations introduites dans la section lors de la démonstration du théoréme
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page [46]

w; = _%ﬁijkwjk

= —5€iry (Owv; — Ojur)

= % (—eijkf)kvj + eijkﬁjvk) (2'127)

= 1 (—€irj + €ijr) Ojur

= %fijkajvkz

= [4rot,v], Vie {1,2,3}

ainsi que
Wijzj = —€ijrwrz;

= €ikjWkZj (2.128)

- [ AZL Vi {1,2,3)

ce qui établit bien les relations (2.125)) et ([2.126]).

2.3.2 Dérivées matérielles des tenseurs de déformation

2.3.2.1 Tenseurs lagrangiens

{in pap2321.html| Les considérations développées dans la section |1.4.1/ nous ont appris que

la dérivée matérielle d'une grandeur lagrangienne s’identifie a sa dérivée partielle par rapport
au temps. On a donc

& OC

D— _1 . .
G109t 9L . 90U

_ % - - (2.129)
ot ot ot ot

X . . -1,
et le lecteur prendra garde la aussi, comme dans la section pour F | & ne pas confondre
-1 ‘o _ . : . :
C , dérivée matérielle de C~!, avec I'inverse de C lorsque ce dernier existe.

Il peut toutefois s’avérer utile de disposer d’autres expressions des dérivées matérielles de ces
tenseurs lagrangiens. De la définition (2.3) de C jointe & I'expression (I.56) de F, on tire par

exemple

C = 4('F.F)
= 'FF+4 'FF
2.130
= '‘F!'G.F+ 'F.G.F ( )
= 'F.('G+G).F
¢’est-a-dire, compte tenu de (2.118)),
€ =2'F.D.F| (2.131)

et 'on a donc, avec ([2.11]),
L="'FDF (2.132)
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On a également, puisque C = U?,

{UU+UU)='FDF (2.133)

Enfin, de C™' = F~1.'F~! et de 'expression ((1.58) de F_l, on tire

- —1

C = SFLFY
= F R 4R (2.134)
~FLG.'F ! —F LtG.'F!
-F1(G+ 'G).'"F!
c’est-a-dire, avec ,
¢ = —2F 'D.tF! (2.135)

2.3.2.2 Tenseurs eulériens

BB pap2322.html De la définition du tenseur de Cauchy a gauche B et de (1.56)),
on tire
B = 4(F.'F)
F.'F+F.'F (2.136)
GF.'F+F.'F.'G

c’est-a-dire

B=GB+B.'G (2.137)

et 'on a donc, puisque B = V?2,

VV+V.V=GV24+V2iG (2.138)

De maniere analogue et compte tenu de ([1.58]), il vient

- -1

B = 4('F'F)
= F Rl 4 FLEF (2.139)
—G.'FLF - 'FLFLG

. . . , -1
et 'on obtient donc, avec la méme mise en garde que précédemment pour C |

1

B =-‘'GB'-B'G (2.140)
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On a enfin, avec ([2.29)),
1
E = §(tG.B‘1 +BL.G) (2.141)

c’est-a-dire, en remplacant B~! par son expression fonction de E,
1
E = é(tG—ZtG.E+G—2E'G) (2.142)

ce qui donne finalement, compte tenu de (2.118)),

E=D-'GE-EG (2.143)

2.3.2.3 Tenseurs mixtes

BB pap2323.html De la décomposition polaire F = R.U, on tire

F =RU+RU (2.144)
ce qui donne, compte tenu de ([1.56]),
G = FF!
(R.U+R.U).(U'R) (2.145)

R.'R+R.(UU).'R

Il vient alors, avec ([2.119)),

W = iG-'q)
IRt t 1 7171 -1 7))t (2.146)
;(R.'"R—-R."R) +;R.(UU' - U~"U).'R
On a par ailleurs, puisque R.'R = 4,
R.'R+R.'‘R=0 (2.147)
et nous obtenons finalement
W = R.‘R+ IR.(UU!'-ULU).'R (2.148)

Remarque Les relations (2.132)), (2.143)) et (2.148]) justifient les appellations de tenseurs des
taux de déformation et des taux de rotation respectivement données a D et W.
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2.4 Cas des transformations infinitésimales

2.4.1 Définitions

Nombreuses sont les situations réelles (ouvrages d’art, batiments en service) ou les solides

déformables subissent des transformations que I'on peut supposer infinitésimales. C’est la

Définition 11 (Transformations infinitésimales 1) B def11t. html
Soit u le champ des déplace-ments du milieu continu M, et soit H*(X,t) = gradu(X,t) son
gradient lagrangien au point Py extrémité du vecteur X et a linstant t (figure page . La

transformation F du corps matériel M est dite infinitésimale, ou infiniment petite, ou plus
brievement petite, lorsqu’en tout point Py et a tout instant t la norme euclidienn de H" reste
petite devant ['unité.

Vt, VX € Qo |HYX,1)| <1 (2.149)

Les transformations infinitésimales d’un milieu continu sont également caractérisées par la

Définition 12 (Transformations infinitésimales 2) Soit u le champ des déplace-ments du
milieu continu M, et soit H®(x,t) = grad,u(F; (), t) son gradient eulérien au point P,
extrémité du vecteur r et & Uinstant t (figure page . La transformation F du corps
matériel M est dite infinitésimale, ou infiniment petite, ou plus brievement petite, lorsqu’en

tout point P, et & tout instant t la norme euclidienne de H® reste petite devant ['unité.

Ve, Vo eQ, |HE(z,t)| <1 (2.150)

Les deux définitions précédentes sont évidemment équivalentes. En effet, de et ,
on tire
6 = FF!
(6 + HY)(6 — HF) (2.151)
= 6+H'-HF - HVHE

c’est-a-dire

|[H- — HE — HY.HE — 0| (2.152)

1On rappelle que la norme euclidienne ||T|| d’'un tenseur T du second ordre sur IR" orthonormé est définie

par || T|| = /T3;Ti;
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Si |[HY|| < 1, on a alors

H® =H'-H'H"* — |H"| < [[H"|| + [H"(||H"|
= (1 — ||| [ < ||

E \
— ||HP| <

— HE| <1

De méme, il vient, deés que |[HP|| < 1,

H'=